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Werken met Pienter 


Matrices kunnen beschouwd worden als opslagplaatsen voor gegevens. Matrices kennen veel 
toepassingen in de biologie, de economie, de sociologie, … Bovendien kunnen matrices gebruikt 
worden bij het oplossen van stelsels uit concrete realistische problemen. 

In dit leerwerkschrift maak je kennis met matrices en de toepassingen ervan. 


Hoe gebruik je dit leerwerkschrift? 

Heel eenvoudig. Bij het begin van elk hoofdstuk 
maak je aan de hand van enkele voorbeelden kennis dee 

met het onderwerp waarover je iets leert. 


B Vandaaruit ga je verder en kom je stapsgewijs meer 


te weten over de verschillende systemen en en 
berekeningen. Je leert formules en definities, Orva mat dn 
die je besluiten helpen trekken. ; ee |: n | : "Zee 


© Oo lldns temen In vagorm voor het aantal dien wannmen de sjen beglanen neemt toe 
van boven naar beneden Lal dan met regetemstig. 
© Boven en onder de leiders van de niet suinjen staan afleen niften. 


De Ook interessante weetjes ontbreken niet: je vindt ze o- 


in de lichtblauwe kaders met het vraagtekenicoon. A ee 
drager’ of qaetvoem mstrpi_ 


met merken met mat aj als matrices oemchrijven was al gekend Di 

& Chnezen. Omameeks 200 vóór Chrastus beschreef Chas Chang Saan Ching. 
emma at de wars dyna, hom viel met dre baatte vergelgkegen in dem 
vaarerd ‘onbekenden moesten opgelost worden. De methode de nij getwatte 

vernoord merke gebijkenssen met de methode van Gaess Jordan. 


met heeft echter tet 1850 geduurd vooraleer het woord mate werd. 


k gevoerd. 
On hebben we te danken aan de Engelse wiskunde James Josesh Sylvester 
asterasn. 
Met merken mat matrices, voor andere dowkenden den het oplossen van 
smetsels is een idee van de Engelse wiskaandige Arthvar Cayley (1821-1835) 


Be de bewerkengen met matrices invoerde in 1858. 


DE Dit icoon en de groene achtergrond geven aan waar uitbreidingsleerstof of -oefeningen 
aangeboden worden. 


BN Op heteinde van elk hoofdstuk vind je alles wat je 
hebt geleerd, bijeengebracht in een handig 
overzicht. De studiewijzer kun je gebruiken als hulp 


iĳ 
bij het studeren. Esen Han 


Een dngonaakmatra n ven vierkante maere waarvan se 


@ Via www.pienter.be vind je bij het onlinelesmateriaal applets, ICT-oefeningen, extra uitbreidingsleerstof en 
-oefeningen, T184-programma’s, TI-Nspire programma's en ICT-toepassingen met TI-Nspire, Excel, Graph en 
Graphmatica. 
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Studiewijzer 


1.1 


Inleidend voorbeeld 


Een groothandelszaak is gespecialiseerd in kantoor- en 
schoolbenodigdheden. 

Winkels in schoolartikelen doen hun voorraad op bij die groothandelszaak. 
De grootte van een bestelling wordt bijgehouden in een tabel. 


balpennen potloden oa cursusblokken correctors 


Je kunt de informatie beperken tot het cijfermateriaal en weergeven in een matrix. 


balpennen 
potloden 
gommen 
slijpers 
cursusblokken 
correctors 


No 
es) 
ui 
o 
en 
o 
ui 
—_— 
No 
o 
EN 
ui 


winkel alas 65 25 10 200 co 


Het aantal rijen en het aantal kolommen bepalen de dimensie van de matrix. 
De matrix A heeft 3 rijen en 6 kolommen. Je noemt A een 3 x 6-matrix. 


De eenheidsprijzen zonder korting, met 10 %, met 20 % en met 25 % korting worden bijgehouden 
in de matrix B. 


20 % korting 
25 % korting 


2,50 2,25 2,00 1,50 


De matrix B heeft 6 rijen en 4 kolommen. Je noemt B een 6 x 4-matrix. 


182 Definities en notaties 


Een matrix is een schema getallen genoteerd in rijen en kolommen en geschreven tussen vierkante 
(of ronde) haken. 


Een matrix noteer je met een hoofdletter: A, B, … 
Een matrix A met m rijen en_n kolommen noem je een m Xx n-matrix of een matrix met dimensie m xn. 


De matrix A noteer je [a]. 


A=la,l= 


<_—— iderij 


m2 m3 


LL j-de kolom 


Het element van A dat in de i-de rij en de j-de kolom staat noteer je a 
De index i noem je het rijnummer van het element a. 
De index j noem je het kolomnummer van het element a. 


Het woord ‘matrix’ is afgeleid van het Latijnse woord ‘mater’, 

wat ‘moeder’ betekent. 

In een bredere betekenis kan het woord ‘matrix’ dus vertaald worden als 
‘drager’ of ‘gietvorm’ (matrijs). 


Het werken met wat wij als ‘matrices’ omschrijven was al gekend bij 

de Chinezen. Omstreeks 200 vóór Christus beschreef Chiu Chang Suan Ching, 
uit de Han-dynastie, hoe stelsels met drie lineaire vergelijkingen in drie 
onbekenden moesten opgelost worden. De methode die hij gebruikte 
vertoont sterke gelijkenissen met de methode van Gauss-Jordan. 

Het heeft echter tot 1850 geduurd vooraleer het woord ‘matrix’ werd 
ingevoerd. 

Dit hebben we te danken aan de Engelse wiskunde James Joseph Sylvester 
(1814-1897). 


James Joseph 


Sylvester 
@Bettmann/CORBIS 


Het werken met matrices, voor andere doeleinden dan het oplossen van 
stelsels, is een idee van de Engelse wiskundige Arthur Cayley (1821-1895) 
die de bewerkingen met matrices invoerde in 1858. 


Arthur Cayley 


@Bettmann/CORBIS 
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/ dl" Een matrix invoeren in de grafische rekenmachine 


e Eerste mogelijkheid 


Druk je | and) en beweeg je met de pijltoets naar het 


menu EDIT, dan kun je een matrix invoeren die onmiddellijk een 
naam meekrijgt, te kiezen uit [A], [B], … [/]. 


Na het bevestigen van de naamkeuze door te drukken, 
kom je in een venster terecht waar je 
=de dimensies van de matrix invoert en deze bevestigt 


door te drukken, 


=de matrixelementen invoert. HATRIXIAI 5 X6 
Na het invoeren van een element druk je telkens (enter). 


Je verlaat de matrixeditor door | and} | Mope | te drukken. 


Om de matrix A op te roepen, druk je ED (1) ; 


Om alleen de matrixnaam A op te roepen (later nodig bij 


bewerkingen met matrices), druk je | and) EB n 


e Tweede mogelijkheid 


Druk je ‚dan kom je in een dialoogvenster terecht 


waar je onmiddellijk de dimensies van een matrix kunt invoeren. 


Zoals je merkt is de grootst mogelijke dimensie op die manier 6 x 6. 


Je beweegt van element naar element met de pijltoetsen. 


Wil je na het invoeren van het laatste matrixelement de matrix 


ook een naam geven, dan druk je ED p 
kies je de matrixnaam en druk je (Enter). 


ll 


1.3 Bijzondere matrices 


Een kolommatrix is een matrix met m rijen en 1 kolom. 


Voorbeeld 
—6 
A=l 3 |iseen3 Xx 1-kolommatrix. 


Een rijmatrix is een matrix met 1 rij en_‚n kolommen. 


Voorbeeld 


B= [3 7 -2 8 10 | is een 1 X 5-rijmatrix. 


Een vierkante matrix is een matrix waarvan het aantal rijen en het aantal kolommen gelijk is. 
Is dit aantal gelijk aan n dan noem je die matrix een vierkante matrix van n-de orde. 


Voorbeeld 
10 9 8 7 
6 5 4 R 5 j p 

E= a ô f is een 4 x 4-matrix of een vierkante matrix van de 4-de orde. 
-2 -3 A4 5 


In een vierkante matrix noem je de diagonaal die loopt van linksboven tot rechtsonder de hoofddiagonaal. 
De diagonaal die loopt van linksonder tot rechtsboven noem je de nevendiagonaal. 


Voorbeelden 


2 4 6 2 4 6 
Del 8 A0 12 D= | 8 10 12 
Á 8 zi sE =9 


hoofddiagonaal nevendiagonaal 


Een diagonaalmatrix is een vierkante matrix waarvan alle niet-hoofddiagonaalelementen 0 zijn. 


Voorbeeld 
7 O0 O0 

F= | 0 -3 O0 [iseen 3 X 3-diagonaalmatrix. 
0 0 8 
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Vermits enkel de hoofddiagonaalelementen van een diagonaalmatrix belangrijk zijn, 
noteer je zo'n matrix als diag (a, a», … a 


ga) 


Voorbeeld 


diag (1, 0, -2,-3) = 


Een scalaire matrix is een diagonaalmatrix waarvan alle hoofddiagonaalelementen aan elkaar gelijk zijn. 


Voorbeeld 


K= diag (6, 6, 6, 6) = is een 4 X 4-scalaire matrix. 


Een eenheidsmatrix is een scalaire matrix waarvan alle hoofddiagonaalelementen gelijk zijn aan 1. 
De eenheidsmatrix van n-de orde noteer je als / 


Voorbeeld 
1 0 0 

=| 0 1 0 | isde 3 x3-eenheidsmatrix. 
0 01 


Een nulmatrix is een matrix waarvan alle elementen gelijk zijn aan 0. 
De nulmatrix met dimensie m xn noteer je als O 


mxn* 


Voorbeeld 
OI 
O53= is de 2 X 3-nulmatrix. 
0 0 0 


1.4 Gelijkheid van matrices 


Twee matrices zijn gelijk als ze evenveel rijen en kolommen hebben en als de elementen die 
op dezelfde plaats staan aan elkaar gelijk zijn. 


Voorbeeld 


(85 Verbindingsmatrices 


Voorbeeld 


Oostende Brugge Gent 


Lichtervelde Deinze 


Kortrijk 


Als twee steden rechtstreeks met elkaar verbonden zijn stel je dit voor met het getal 1. 
In het andere geval plaats je een 0. 


Zo is er geen rechtstreekse verbinding Oostende-Gent, want er is het tussenstation Brugge. 
Na het vastleggen van een volgorde waarin je de steden leest (bijvoorbeeld 0O-B-L-D-K-G), 


kun je de bovenstaande informatie in een verbindingsmatrix V onderbrengen. 
Vul de verbindingsmatrix V verder aan. 


naar 


GG * Ore 9 


Hoofdstuk 1 MATRICES 


1.6 Grafen en directe-wegenmatrices 


Een graaf is een figuur die bestaat uit punten die je knopen en verbindingslijnen die je takken noemt. 


Voorbeelden 


Enkelvoudige graaf Meervoudige graaf Volledige graaf 


Een enkelvoudige graaf bevat Een meervoudige graaf bevat Een volledige graaf is een graaf 
nooit meer dan 1 tak tussen elk minstens 2 knopen waartussen waarvan elk tweetal knopen 
tweetal knopen. meerdere takken zijn. verbonden is door juist 1 tak. 


C C 


Als een graaf uit n knopen K‚,K,, …., K, bestaat, dan geven de elementen van de directe-wegenmatrix M 
weer hoeveel takken er zijn tussen elke twee knopen. 
De directe-wegenmatrix van de meervoudige graaf is 


van 
A B C D 
A 0 0 1 0 
B 0 0 1 O0 

naar =M 
6 1 1 0 2 
D 0 0 2 1 


Stel de directe-wegenmatrices op voor de enkelvoudige graaf en de volledige graaf. 


enkelvoudige graaf volledige graaf 
van van 
A D A D 


17 Lesliematrices 


Een Lesliematrix beschrijft de ontwikkeling, van periode tot periode, van een populatie planten of dieren, 
onderverdeeld in leeftijdsklassen. 

Deze manier van werken is genoemd naar de bioloog P.H. Leslie die het matrixmodel in 1945 invoerde. 
Eerder werden al dergelijke modellen gebruikt om populaties te beschrijven, maar het was Leslie die 

de methode tot in het kleinste detail heeft beschreven en gepopulariseerd. 


Voorbeeld 


Bij de studie van een keversoort heeft men vastgesteld dat 

e een kever niet ouder wordt dan 3 jaar; 

e een kever in zijn tweede levensjaar gemiddeld 2 nakomelingen 
voortbrengt; 

e een kever in zijn derde levensjaar gemiddeld 4 nakomelingen 
voortbrengt; 

e een kever 1 kans op 4 heeft om zijn eerste levensjaar te overleven; 

e een eenjarige kever 1 kans op 2 heeft om 2 jaar te worden. 


Deze informatie kun je met een graaf voorstellen. 


0 jaar 


1/4 


2 jaar 1 jaar 
1/2 Ö 


Je kunt de informatie ook met een Lesliematrix L voorstellen. 


van 
KORN EEN 
ON lk 2 
Sg © Kk @ 
SS © © 
SS 
CRN a BREN 
4 

2 


Een Lesliematrix heeft altijd dezelfde vorm: op de bovenste rij staan de vruchtbaarheidscijfers of 
geboortecijfers binnen de populatie en op de volgende rijen worden de overlevingskansen aangeduid. 


Een Lesliematrix wordt ook een overlevingsmatrix of een populatievoorspellingsmatrix genoemd. 
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1.8 Transitiematrices 


Voorbeeld 


Uit een onderzoek van een populatie, verdeeld in 15 % geheelonthouders (G), 65 % sociale drinkers ($) en 
20 % probleemdrinkers (P) blijkt dat: 
e 70% van de geheelonthouders 1 jaar later zijn goede gewoonte behouden heeft. 
25 % van de geheelonthouders 1 jaar later sociaal drinkt. 
5 % van de geheelonthouders 1 jaar later een probleemdrinker geworden is. 
e 10% van de sociale drinkers 1 jaar later geheelonthouder is geworden. 
85 % van de sociale drinkers het na 1 jaar nog altijd is. 
5 % van de sociale drinkers na 1 jaar een probleemdrinker geworden is. 
e 85% van de probleemdrinkers het na 1 jaar nog altijd is. 
2 % van de probleemdrinkers na 1 jaar toch weer sociaal kan drinken. 
13 % van de probleemdrinkers na 1 jaar geheelonthouder is. 


Je kunt deze overgangen voorstellen met 


een graaf een transitiematrix of overgangsmatrix T 


van 


5 % 25 % G 


13% 10% 


5 % 


1.9 Migratiematrices 


Een land bestaat uit 4 delen: A, B, Cen D. De getallen in de volgende graaf geven aan hoeveel procent van 
de bevolking van een bepaalde streek naar een andere migreert in een periode van 5 jaar. 


00 


5% Breng deze informatie onder in de volgende 
(By6) migratiematrix M. 


van 


6 % 


naar 


eN EN 


5 % 


Wat is er typisch aan transitie- en migratiematrices? 


REEKS A 


ZZ Vul voor elke matrix de gevraagde elementen of de rij- en kolomnummers in. 


0 
0 
0 
0 


CN 
ma 
manen 
mmm 
ame 
mma 
me LT A 
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EN Bepaal p,q, ren s zodat de matrices gelijk zijn. 


3+s 8-p 
s+r q+Ss 


2s r-p 


EEEN Stelde directe-wegenmatrix op bij de grafen. 


SN Tim bewaart elke zomer het zaad van rode en paarse lupinen. 
Hij weet dat 80 % van het zaad van de rode lupinen weer rode lupinen oplevert 
en dat de rest paarse lupinen oplevert. 
Het andere zaad levert voor 25 % rode en voor 75 % paarse lupinen op. 


a) Teken de bijbehorende graaf. 


b) Geef de bijbehorende transitiematrix 7. 
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In een dorp zijn er 2 slagers, Menrans (M) en Van Vlezeghem (V). 
Elke week zijn er klanten die van slager M naar slager V gaan en omgekeerd. 
De meeste klanten blijven echter bij hun vertrouwde slager. 
Slagerij Menrans heeft 95 % trouwe klanten, bij slager Van Vlezeghem 
is dat 90 %. 


a) Teken de bijbehorende graaf. 


b) Geef de bijbehorende transitiematrix T. 


EN Een laboratoriumdier kan iedere dag kiezen uit 3 soorten voedsel A, B of C. 
De praktijk heeft uitgewezen dat, als een dier een keuze uit A, B of C heeft 
gemaakt, het de volgende dag met een kans van 70 % weer dezelfde 
keuze maakt. 

De keuze voor de 2 andere soorten kiest hij met gelijke kans. 


Dm 


a) Teken de bijbehorende graaf. 


b) Geef de bijbehorende transitiematrix T. 


EL Voor een populatie vrouwelijke rendieren op het eiland South Georgia 
is de volgende Lesliematrix (voor een periode van 1 jaar) gegeven. 
De vrouwelijke rendieren zijn verdeeld over 3 klassen: nuljarigen, 
eenjarigen en rendieren van 2 jaar of ouder. 


0 1 


a) Wat is de betekenis van het getal Se 


b) Wat is de betekenis van het getal Ei 


c) Wat is de betekenis van het getal mn ? 


ELN Ineen groot natuurreservaat wordt onderzoek gedaan naar het aantal uilen 
in het domein. Er wordt onderscheid gemaakt tussen 3 generaties: 
de jonge uilen (tot 1 jaar oud), de adolescenten (tussen 1 en 2 jaar oud) en 
de volwassen uilen (meer dan 2 jaar oud). 
Van de jonge uilen wordt slechts 12 % ouder dan 1 jaar. 
Van alle eenjarigen haalt 71 % de leeftijd van 2 jaar. 
Van de oudere uilen overleeft er elk jaar 87 %. 
Pas vanaf de leeftijd van 2 jaar zijn de uilen in staat nakomelingen op de wereld 
te zetten: het geboortecijfer bedraagt 33 %. 


a) Geef de bijbehorende graaf. b) Stel de bijbehorende Lesliematrix op. 
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se -« 3 Studiewijzer Matrices 


1.2 Definities en notaties 


Een matrix is een schema getallen genoteerd in rijen en kolommen en geschreven tussen 
vierkante (of ronde) haken. 


Een kolommatrix is een matrix met m rijen en 1 kolom. 
Een rijmatrix is een matrix met 1 rij en_n kolommen. 


Een vierkante matrix is een matrix waarvan het aantal rijen en het aantal kolommen gelijk is. 
Is dit aantal gelijk aan n dan noem je die matrix een vierkante matrix van n-de orde. 


El 
et 
E 
niet-hoofddiagonaalelementen 0 zijn. 
Een scalaire matrix is een diagonaalmatrix waarvan alle hoofddiagonaalelementen aan 
elkaar gelijk zijn. 
M 


Een eenheidsmatrix is een scalaire matrix waarvan alle hoofddiagonaalelementen 
gelijk zijn aan 1. 
De eenheidsmatrix van n-de orde noteer je als /,. 


Een nulmatrix is een matrix waarvan alle elementen gelijk zijn aan 0. 


De nulmatrix met dimensie m xn noteer je als O 


CT 7 
ei 


Twee matrices zijn gelijk als ze evenveel rijen en kolommen hebben en als de elementen 
die op dezelfde plaats staan aan elkaar gelijk zijn. 


SSL jj KS 


Bijzondere matrices herkennen en benoemen. | 


1.4 Gelijkheid van matrices 


Onbekende elementen in een matrix bepalen zodat deze matrix gelijk is aan 
een gegeven matrix. 


KUNNEN jv 
_Een verbindingsmatrix opstellen. jjjjjÛjÛjÛ | 


1.6 Grafen en directe-wegenmatrices 


Een graaf is een figuur die bestaat uit punten die je knopen noemt en 
verbindingslijnen die je takken noemt. 


Een volledige graaf is een graaf waarvan elk tweetal knopen verbonden is door juist 1 tak. 
Als een graaf uit n knopen K,, K.K, bestaat, dan geven de elementen van de 
directe-wegenmatrix M weer hoeveel takken er zijn tussen elke twee knopen. 


Een Lesliematrix beschrijft de ontwikkeling, van periode tot periode, van een 
populatie planten of dieren, onderverdeeld in leeftijdsklassen. Een Lesliematrix wordt 
ook een overlevingsmatrix of een populatievoorspellingsmatrix genoemd. 


De betekenis geven van de elementen in een Lesliematrix. 


1.8 Transitiematrices 


Een transitiematrix opstellen bij toepassingen. 


De betekenis geven van de elementen in een transitiematrix. 


Een migratiematrix opstellen bij toepassingen. 


De betekenis geven van de elementen in een migratiematrix. 
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Hoofdstuk 2 BEWERKINGEN MET MATRICES 


—E 


INHOUD 


2.1 Getransponeerde matrix 

2.2 Optellen van matrices 

2.3 Het veelvoud van matrices 

2.4 Aftrekken van matrices 

2.5 Vermenigvuldigen van matrices 
2.6 Toepassingen 
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24 
25 
27 
27 
28 
55 
80 


Zal Getransponeerde matrix 


De getransponeerde matrix van een m Xx n-matrix is de n x m-matrix die je verkrijgt door de m rijen 
te schrijven als m kolommen en de n kolommen als n rijen, zonder de volgorde te veranderen. 


De getransponeerde matrix van A noteer je A”. 


Voorbeeld 
EN ale Ae ‚ ‚ 
ne EN in 

6 1 


/ D Grafische rekenmachine 


e Eerste mogelijkheid 
Om de matrix in te voeren: 
=_ kies je MATRIX (CD ) 
=_kiesje EDIT (()) ), 
= _drukje 


= voer je het aantal rijen en kolommen in (2 x 3) en 


al 
DT 


Pannen aen 
rd lees HI 
md bd md Bad Ba hd bd |} 


e 
á: 
5 
6: 
ze 


= vervolgens de elementen van de matrix A. 


Ga terug naar het basisscherm met QUIT ( | 2nd | MODE | ). 
= Roep de matrix A op via MATRIX en NAMES. 


m Selecteer bij MATRIX het menu MATH en kies 2: 7 


= Druk (enter). 


e Tweede mogelijkheid 
Om de matrix in te voeren: 


. druk je (ED) Geom), 


= kies je het aantal rijen en kolommen, 

= bevestig je die keuze met P 

= vul je de matrixelementen in. 

Om nu direct de getransponeerde te nemen: 


= selecteer je bij MATRIX het menu MATH en kies 2: 7 


. druk je (Ener). 


2.2 Optellen van matrices 


Voorbeeld 


Keer terug naar de groothandelszaak van paragraaf 1.1. 


5 
[= u 
S (5 2 
2 ej lj Ka X e) 
= 3 E © ze tel 
(a) Ke) el -Q (a) 
(oY, Jud E em Za] 5 
5 ls) Dok 2 fe) 
8 [al le)) a hef 
5 
U 
20 50 10 5 120 45 


De bestellingen van 3 winkels in 
45 65 25 10 200 60 schoolbenodigdheden werden 
gegeven door de matrix A. 


5 
En un 
= = X 
5 y a Fa) x e) 
5 Ke) E Vv = Le) 
U Ke) E en Q (a) 
a TE nn u ted 
ie le) [e) N77 Er o 
Kel (or, te} asl U 
5 
U 
30 10 15 6 115 15 Stel dat, vooraleer er geleverd 


wordt, de 3 winkels nog 
een bestelling bijplaatsen die in 


15 _ 25 10 4 70 24 de matrix B wordt bijgehouden. 
5 

[= (4) 

3 8 5 ev Z 8 

EN EN Men Ren Ken Re 

a NS 6 5 3 5 

Lao KV) 

E on le) 5 5 


Bepaal de matrix C die weergeeft 
hoeveel eenheden van elk product 
uiteindelijk aan elk van de winkels 
moeten worden geleverd. 


De matrix C noem je de som van de matrices A en B. 


Notatie 


C=A+B 


Als A=[a,] en B=[b‚] matrices zijn met dezelfde dimensie, dan verkrijg je de matrix A + B 
door de overeenkomstige elementen van A en B op te tellen: A+B=[a,]+ [b‚]= [a,+b]. 
De matrix A + B heeft dezelfde dimensie als de matrices A en B. 
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/ dr Het optellen van matrices is een bewerking die gemakkelijk uit te voeren is 


Voorbeeld 1 
2 4 —5 -3 0 1 
1 O0 3 + 8 7 5 n 
7 9 6 6 4 —2 


De hulp van ICT roep je pas in als het om moeilijk handelbare getallen gaat 


Voorbeeld 2 
e 
1 2 
Bs k H+ 
4 m 4 2 pn Ee: _ 
Le 4 8 1 6 al” 
2 4 5 9 3 -3 5 


Er zijn verschillende manieren om de oefening op te lossen met de grafische rekenmachine. 


Kies je ervoor om de matrices in te voeren via : 


2.3 Het veelvoud van matrices 


Voorbeeld 


Net vóór het begin van het schooljaar willen de winkeliers voldoende voorraad hebben en 
beslissen ze hun bestellingen te verdrievoudigen. 


balpennen 
potloden 
gommen 
slijpers 
cursusblokken 
correctors 


er) 
e} 
— 
Ui 
le} 
w 
le} 
— 
ui 
wo 
le); 
le} 
—_— 
ww 
ui 


De bestellingen van de 3 winkels 
zien er dan uit zoals hiernaast. 


Ĳj 
— 
wo 
u 
— 
\O 
u 
Nl 
ui 
wo 
ie} 
le, 
o 
ie} 
— 
oo 
oo 


105 90 45 15 240 75 


Je hebt alle elementen van de matrix A vermenigvuldigd met 3. 
De matrix D noem je het scalair veelvoud van het getal 3 met de matrix A. 


Notatie 


D=3"A 


Als A =[a,]een matrix is met m rijen en _n kolommen en reen reëel getal, dan verkrijg je 
de matrix r + A door elk element van A met rte vermenigvuldigen: r: A=r"[a,]= [ra]. 
De matrix r « A heeft dezelfde dimensie als de matrix A. 


Cn D=3:A 


FES 195 75 
la5 28 45 


2.4 Aftrekken van matrices 


Noteer je het veelvoud (-1) « B als de matrix — B, dan isA-B=A+(-1)-B. 


Voorbeeld 
1 2 2 2 1 2 2e 2 1 2 -2 —2 
2e 3 Al=led 1D 3 All -2 |t 4 |= 
3 2 —1 3 2 —1 3 2 -1 1 


Als A=[a,]en B =[b‚‚] matrices zijn met dezelfde dimensie, dan verkrijg je de matrix A — B 
door de overeenkomstige elementen van A en B af te trekken: A — B=[a,]-[b‚‚]= [a,- b|. 
De matrix A — B heeft dezelfde dimensie als de matrices A en B. 
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Vermenigvuldigen van matrices 


Voorbeeld 


Herneem het voorbeeld van de groothandelszaak van paragraaf 1.1. 


balpennen 
potloden 
gommen 
slijpers 
cursusblokken 
correctors 


DS) 
o 
u 
le) 
BEN 
o 
u 
_— 
No 
o 
EN 
u 


De eerste bestelling wordt 


200 60 
bijgehouden in de matrix A. 


> 
ij 

EN 
u 
fen 
u 
No 
u 
an 
o 


35 30 15 5 80 25 


De eenheidsprijzen zonder korting, 
met 10 %, met 20 % en met 25 % korting 
380 342 304 285 worden bijgehouden in de matrix B. 


0,50 045 040 0,38 


Do 
ij 


5,00 4,50 4,00 3,75 


2,50 2,25 200 1,50 


ke 
NS 
o 
Ke 
Lo 
fen 
o 
Lo 
N 
Ke 
Lo 
o 


Je berekent nu per winkel het factuurbedrag zonder korting, met 10 % korting, met 20 % korting en 
met 25 % korting. 


gewoon 
10 % korting 


a Te fia Lu Omdat er voor elke winkel 4 prijsberekeningen 
moeten gedaan worden, zul je in totaal 

12 prijsberekeningen moeten verkrijgen, 
die je in een 3 x 4-matrix F kunt plaatsen. 


== 
Il 

De 
ed 
Ni 
N 
Na 
ù 
Ro 
ES 


Je zoekt nu 2 van die 12 prijzen: 


e Detotale prijs f,‚‚ zonder korting voor winkel 1, verkrijg je door de aantallen te vermenigvuldigen met 


de bijbehorende eenheidsprijzen: 


f‚,=20"1,20+50-0,40+10-0,50+5- 3,80 + 120 + 5,00 + 45 * 2,50 


= 780,50 


Die totale prijs f,‚ kun je ook verkrijgen door de som te maken van de producten van de getallen van de 


eerste rij van matrix A met de getallen van de eerste kolom van matrix B. 


f. fa fz fia 20 50 10 
f, fo fs fa |= | 45 65 25 
fs, f> fas fas 35 30 15 


e Detotale prijs f,,, met 20 % korting voor winkel 2, verkrijg je door de aantallen te vermenigvuldigen met 


de bijbehorende eenheidsprijzen: 


f,3=45- 0,96 +65: 0,32 +25 + 0,40 +10: 3,04 + 200 + 4,00 + 60 + 2,00 


=1 024,40 


Die totale prijs f, kun je ook verkrijgen door de som te maken van de producten van de getallen van de 


5 120 45 
10 200 60 
5 80 25 


1,20 
0,40 
0,50 
3,80 
5,00 
2,50 


tweede rij van matrix A met de getallen van de derde kolom van matrix B. 


1,20 
0,40 
fa Pe Pe Mii 20 50 10 5 120 45 den 
fa fa Pa fa =| 45 65 25 10 200 60 sab 
fi f f f 35 30 15 5 80 25 ' 
31 32 33 34 5,00 
2,50 
Vervolledig de matrix F. 

te te) o 

a iS S E 

le) iS e= Ee 

2 2 2 5 

Ee 8 pd S 

o oo LN 

— ON ON 

780,50 
en 1 024,40 


De matrix F noem je het product van de matrices A en B (in die volgordel!). 


Notatie 


F=A-B 
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1,08 
0,36 
0,45 
3,42 
4,50 
2,25 


1,08 
0,36 
0,45 
3,42 
4,50 
2,25 


0,96 
0,32 
0,40 
3,04 
4,00 
2,00 


0,96 
0,32 
0,40 
3,04 
4,00 
2,00 


0,90 
0,30 
0,38 
2,85 
3/9 
1,50 


0,90 
0,30 
0,38 
2,85 
3,75 
1,50 


S Na het invoeren van de 2 matrices is het berekenen van A - B met de T1-84 heel eenvoudig. 


[A1#*[E]+[F] 


[A]#[B]+[F] [A1#[B]+[F] 
rsa,5 699,45 6e5.d 


1258,5 1148,55: 4 1825.1 
45 456, > 455.858 597.95 


[A]*[E]+[F] 
625.d 8 
4 1A75.1 
455.85 Sr. 95 
dimcL[F]} 


15 4d} 


Als A=[a,„]een m Xx n-matrix is en B=[b‚‚]een n X p-matrix, dan is de matrix A « Been m x p-matrix 
waarbij je het element op de i-de rij en de j-de kolom verkrijgt door de som te maken van de producten 
van de getallen van de i-de rij van A met de getallen van de j-de kolom van B. 


Schematisch 


Opmerkingen 


e Om het product A « B te kunnen maken van 2 matrices A en B moet het aantal kolommen van 
de eerste matrix A gelijk zijn aan het aantal rijen van de tweede matrix B. 


Voorbeeld 

, Sr 2 3 
Sl dd 5 
= Bereken A-B. 


= Bereken B: A. 


e Het product van matrices is niet commutatief. 


Voorbeeld 1 Voorbeeld 2 
2 1 3 5 2 1 5d 
0 1 6 1 0 4 0 4 
= Bereken AB. =m Bereken CD. 
= Bereken B: A. = Bereken DC. 
Besluit: Besluit: 


e Het product van de matrix A met zichzelf noteer je A? 


Voorbeeld 1 Voorbeeld 2 
3 5 7 0 1 
A= _ 
6 1 B=| 2 -3 4 
5 6 1 
=m Bereken A? = Bereken B? 
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REEKS A 


EE Bepaal de getransponeerde matrix. 


EZ Bereken indien mogelijk. 


Hoofdstuk 2 BEWERKINGEN MET MATRICES 


EEEN Bereken. 


Gegeven: 


ZE Welke producten van 2 matrices zijn mogelijk? 
Vink ze aan en bepaal de dimensie van de productmatrix. 


3 =3 


EE Bereken indien mogelijk. 


(A+D)-C 
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EEN Een fietsenfabrikant maakt 3 verschillende types fietsen,‚op 3 vestigingsplaatsen A, Ben C. 
De tabel geeft het aantal fietsen per soort die op elke vestigingsplaats zijn gemaakt in april. 


hybridefiets koersfiets 


a) Noteer de gegevens met een matrix M. 


b) De bedrijfsleider wil dat in mei de productie van elk type fiets in elke vestigingsplaats 20 % stijgt. 
Bepaal de matrix N die de productie voor mei bevat. 


c) Bereken de matrix T=M + N. Wat is de betekenis van deze matrix? 


d) De productiekosten voor een hybridefiets bedragen 160 euro, voor een mountainbike 130 euro en 
voor een koersfiets 350 euro. Schrijf deze kosten in een kolommatrix K. 


Bereken de matrix P die de totale productiekosten per vestigingsplaats geeft voor april en mei samen. 


Etienne doet aankopen voor zijn verjaardagsfeest. Hij koopt 3 soorten wijn: witte, rode en rosé. 
Van elk van deze soorten koopt hij Franse wijnen (F) en Zuid-Afrikaanse wijnen (Z). 
De prijzenmatrix P (in euro) is 
wit rood rosé 
| 7,50 8,00 zl Franse wijn 
4,20 5,00 5,70 | Zuid-Afrikaanse wijn 


De aantallenmatrix A is 


F Z 

6 4 wit 
A= | 5 3 | rood 

2 2 | rosé 


a) Bereken P « A. Wat is de betekenis van de getallen op de hoofddiagonaal? 


b) Bereken A « P. Wat is de betekenis van de getallen op de hoofddiagonaal? 


c) Hebben de overige getallen in P + Aen A « P betekenis? Zo ja, welke? Zo nee, waarom niet? 


d) Waarom is de som van de getallen op de hoofddiagonalen van P+ Aen A « P gelijk? 
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REEKS B 


BEEN Bereken zonder ICT. Controleer daarna je antwoord met ICT. 


a) 3: 
b) C7+2:-D 


e) A?+B7-B 
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BEN Bereken, zonder ICT, A2, A? en A“. Bepaal vervolgens de matrix A. 


ELN Bereken, zonder ICT, A2, A? en A“. Bepaal vervolgens de matrix A. 
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BEEN Vande klassen 5A en 5B is het aantal leerlingen met behaalde resultaten voor een toets wiskunde 
gegeven in een matrix R. 
punten behaald op 10 
3 4 5 6 7 8 
ë Ì 1 2 3 5 2 1 | aantal leerlingen uit 5A 


0 1 4 O0 5 2 | aantalleerlingen uit 5B 


a) Stel een matrix A op zodat R « A aangeeft hoeveel zevens per klas gescoord zijn. 


b) Stel een matrix B op zodat R + B aangeeft hoeveel voldoendes per klas gescoord zijn. 


c) Stel een matrix Cop zodat R « C aangeeft hoeveel leerlingen per klas er zijn. 


d) Stel een matrix D op zodat R - D aangeeft hoeveel punten in totaal per klas gescoord zijn. 


BEKEFN Ban den Vorre heeft verschillende filialen. 
In 3 filialen is bijgehouden hoeveel wasautomaten van de merken Miesens (M), Schob (S), 
Kaubnecht (K) en Lieme (L) verkocht zijn in 1 week. 
De gegevens vind je terug in de verkoopmatrix V. 


M S K L 

11 13 3 6 filiaal 1 
V=| 6 9 5 3 filiaal 2 

8 7 9 1 filiaal 3 


De inkoopprijs van een wasautomaat van het merk Miesens is 209 euro, van het merk Schob 
139 euro, van het merk Kaubnecht 299 euro en van het merk Lieme 449 euro. 
De verkoopprijs van een wasautomaat is respectievelijk 249 euro, 199 euro, 399 euro en 599 euro. 


a) Stel de gegevens over de inkoop- en verkoopprijzen voor in een prijzenmatrix P 
zodat V- P betekenis heeft. 


b) Bereken V: P=T. Geef de betekenis van het element t… 


c) Stel de matrix Q op zodat Q « T informatie geeft over het totale bedrag dat de 3 filialen samen voor 
de inkoop hebben betaald en over het totale verkoopbedrag van de 3 filialen samen. 


d) Bereken de totale winst die de 3 filialen samen deze week hebben gemaakt bij de verkoop van 
de wasautomaten. 
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BEKEN Brent, Robin en Dave zijn samen met hun moeder naar de kermis gegaan. 
Brent is 2 maal in de Booster, 1 maal in de No Limit en 3 maal in de Polyp geweest. 
Robin is 5 maal in de Booster en 4 maal in de Polyp geweest. 
Dave zat 2 maal in de No Limit en 3 maal in de Booster. 


a) Stel de matrix op die het aantal ritjes weergeeft per persoon. 


b) Een ritje in de Booster kost 3 euro, een ritje in de No Limit 2,75 euro en een ritje in de Polyp 2,50 euro. 
Stel de prijzenmatrix op. 


c) Hoeveel heeft de moeder per kind betaald? 


d) Hoeveel heeft de moeder in totaal betaald? 


BEKEN Stel dater 3 weertypes te onderscheiden zijn: M (mooi weer), B (bewolkt weer) en R (regenachtig 
weer). De kans op mooi weer na een mooie dag is 0,6, de kans op mooi weer na een bewolkte dag is 
0,3 en de kans op mooi weer na een regenachtige dag is 0,1. 
Ook de andere kansen zijn gekend en zijn weergegeven in de volgende kansenmatrix: 
van 
M B R 

M | 0,6 0,3 01 
naar È 0,2 0,5 03 | =P 

R | 0,2 0,2 0,6 


b) Wat is de kans dat het overmorgen mooi weer is als het vandaag regent? 


c) Wat is de kans dat het over 3 dagen regent als het vandaag bewolkt is? 


BEKEN Op school heeft een virus toegeslagen. 
Leerlingen en leerkrachten kunnen ziek zijn, drager van het virus zijn (zonder ziek te zijn) 
of kerngezond zijn. Een arts heeft de volgende gegevens verzameld: 


Leerlingen Leerkrachten 


Op school zijn er 993 leerlingen: 550 jongens en 443 meisjes. 
Er zijn 75 vrouwelijke en 55 mannelijke leerkrachten. 


Stel de gegevens voor in 2 matrices en beantwoord de volgende vragen door het gepaste 
matrixproduct uit te voeren. 


a) Hoeveel zieken zijn er van het mannelijke geslacht? 
b) Hoeveel gezonden zijn er van het vrouwelijke geslacht? 


c) Hoeveel vrouwelijke dragers van het virus zijn er? 


Or Aardolie is in natuurlijke vorm nauwelijks bruikbaar. 


Zij moet een aantal bewerkingen ondergaan in een raffinaderij. 
Na de eerste bewerkingsronde ontstaan een aantal 
tussenproducten. 


De tussenproducten ondergaan een tweede 
bewerkingsronde. Er ontstaan dan hoogwaardige 
eindproducten zoals bijvoorbeeld benzine. 


Aardolie kent grote verschillen in samenstelling, 

afhankelijk van de bron waaruit zij gewonnen wordt. 

Dit heeft tot gevolg dat de verhouding van de hoeveelheden 
tussenproduct na de eerste bewerkingsronde afhankelijk 


is van de herkomst van de aardolie. 
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BEEN Een oliemaatschappij wint aardolie uit 3 bronnen die je aanduidt met b,,b, en b. 
Na de eerste bewerkingsronde ontstaan 3 tussenproducten die je aangeeft met licht (/), 
middelzwaar (m) en zwaar (z). Na de tweede bewerkingsronde ontstaan 3 eindproducten: 
benzine (b), kerosine (k) en smeerolie (s). 


Voor bron 1 geldt dat 40 % van de tussenproducten licht is, 20 % middelzwaar en 40 % zwaar. 
Bij bron 2 ontstaan er geen lichte tussenproducten maar er ontstaan wel evenveel middelzware 
als zware tussenproducten. 

Voor bron 3 geldt dat 20 % van de tussenproducten licht is, 40 % middelzwaar en 40 % zwaar. 


In week 1 worden er 4 000 ton aardolie uit bron 1, 8 000 ton uit bron 2 en 6 000 ton 
uit bron 3 verwerkt. 


a) Stel een matrix N op waaruit je kunt aflezen hoeveel procent van elk tussenproduct er door elke bron 


wordt geleverd. 


b) Stel voor week 1 een hoeveelhedenmatrix H op zodat P= N + Heen betekenis heeft. 


c) Bereken de matrix P. Geef de betekenis van het getal p 


Voor de tweede bewerkingsronde kun je de omzettingspercentages in het schema aflezen: 


100 % 


kerosine smeerolie 


d) Verwerk de gegevens van de tweede bewerkingsronde in een matrix A zodat Q =A * P 
een betekenis heeft. 


e) Bereken de matrix Q. Geef de betekenis van het getal q 


f) Bereken S=A" Nen geef de betekenis van s 
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De brouwerij van Dinant verkoopt 3 soorten bier: bruin, tripel en radieuse. 
De distributiecentra worden vanuit een centraal magazijn bevoorraad. 
Bij het afsluiten van de dag telt men per centrum de voorraad. 
De tabel geeft een overzicht van de stock bij het afsluiten van de dag. 
In de tabel staan ook de inkoopprijs en de verkoopprijs, in euro, van elk van de 3 soorten bier. 


a) Stel de huidige stockmatrix S op waarin de voorraad per soort bier en per centrum 
wordt bijgehouden. 


b) Het is ook mogelijk een prijsmatrix P op te stellen, waarin per soort de inkoop- en verkoopprijs staan. 
Stel deze matrix op als je met een matrixproduct de volledige inkoop- en verkoopprijs van de stock 
per centrum wilt berekenen. 


c) Bepaal de totale inkoop- en verkoopprijs per centrum. 


d) Nadat de voorraad is geteld, plaatsen de centra een nieuwe bestelling. 
Deze wordt 's nachts nog geleverd zodat de dag nadien weer volop kan verkocht worden. 
Een voorbeeld van zo’n bestelling wordt gegeven in de tabel: 


Stel de bijbehorende bestelmatrix B op zodat S + B zinvol is. 
Bereken S + B en geef de betekenis ervan. 


e) De hoeveelheid flesjes die na de nieuwe levering worden verkocht, vind je terug in de tabel: 


Bepaal de verkoopmatrix V zodat S + B — V betekenis heeft. Geef de betekenis. 
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BEKEN Een vakantiepark heeft 4 typen huisjes: A, B, Cen D. 
De verhuurprijs van de huisjes is seizoensgebonden. 
Men onderscheidt laag seizoen (LS), middenseizoen (MS) 
en hoogseizoen (HS). 


De matrix P geeft de weekprijzen weer en de matrix N 
de aantallen van elk type huisje in het park. 


A B CD 407 A 
421 315 378 515 | LS wl} 2 | 5 
P= | 475 360 425 575 | MS 55 | C 
582 448 500 620 | Hs 20 | D 


a) Bereken P « N. Wat is de betekenis van dit product? 


b) Gedurende 1 week van het jaar worden geen huisjes verhuurd. 
De overige 51 weken worden gelijkmatig verdeeld over de seizoenen LS, MS en HS. 
In de praktijk blijkt dat in het laagseizoen elke week 55 % van de huisjes (ongeacht het type) 
verhuurd is, in het middenseizoen 45 % en in het hoogseizoen 95 %. 
Stel een 1 x 3-matrix V op, die de informatie over de verhuurpercentages weergeeft en die zodanig 
is dat het matrixproduct V: P * Neen reële betekenis heeft voor de leiding van het bungalowpark. 
De leiding van het park wil nu het resultaat op jaarbasis kennen. 
Welke bewerkingen worden op de matrices uitgevoerd? 


BEKEN Saïd is vertegenwoordiger en reist veel per maand. Hiervoor krijgt hij van het bedrijf een vergoeding 
van 0,25 euro per kilometer. Hij pendelt tussen Oostende, Brugge, Gent, Roeselare en Kortrijk en 
kiest altijd voor de kortste afstand. 

Het schema toont de onderlinge (kortste) afstanden tussen de steden. 


Roeselare 


a) Stel de bijbehorende afstandenmatrix op. 


b) Hoeveel bedraagt de vergoeding voor elk mogelijk traject? Schrijf in een matrix. 


c) Hoeveel ontvangt Saïd als vergoeding wanneer hij 5 maal het traject Gent-Brugge, 3 maal het traject 
Gent-Roeselare, 9 maal het traject Brugge-Roeselare en 6 maal het traject Oostende-Kortrijk aflegt? 
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REEKS C 


ELE Een handelaar in exotisch fruitsap brengt 5 nieuwe smaken op de markt. 
Deze smaken ontstaan door het sap van 3 soorten vruchten te mengen, namelijk passievrucht, 
mango en limoen. 
De tabel geeft weer hoe deze sappen gemengd worden om een bepaalde smaak te verkrijgen: 


men | | en 


0,2 


De productie per maand bedraagt De kosten om de vruchtensappen 

e 1 300liter voor smaak a te produceren zijn: 

e 1 700liter voor smaak b e 25 eurocent per liter passievrucht 
e 950 liter voor smaak c e 12 eurocent per liter mango 

e 1750liter voor smaak d e 22 eurocent per liter limoen 


e 1 300liter voor smaak e 


a) Stel een mengmatrix M en een productiematrix P op zodat S = M « P zinvol is. 


b) Bereken de matrix S. Geef de betekenis van het getal s… 


c) Stel een kostenmatrix Kop voor deze sappen zodat K- M « P zinvol is. 


d) Bereken dit product en geef de betekenis van deze matrix. 


EIN Een ijsfabrikant levert 4 producten: 
e vanille-ijs in dozen van 1 liter; 
e duo-ijs* in dozen van 1 liter; 
e aardbeienijs in dozen van 1 liter; 
e vanille-ijs in kleine dozen van 125 milliliter. 


(* Duo-ijs bestaat voor 60 % uit vanille-ijs en voor 40 % uit aardbei-ijs.) 


De ijsfabrikant levert die producten in kartonnen verpakkingen. 
In 1 kartonnen verpakking gaan ofwel 16 dozen van 1 liter 
(van eenzelfde soort) ofwel 80 kleine dozen van 125 milliliter. 


De verkoopprijzen die de fabrikant rekent, zijn: 

e 30,00 euro voor een kartonnen verpakking vanille-ijs; 

e 32,00 euro voor een kartonnen verpakking duo-ijs; 

e 35,00 euro voor een kartonnen verpakking aardbeienijs; 

e 40,00 euro voor een kartonnen verpakking met kleine dozen vanille-ijs. 


De kosten die de ijsfabrikant maakt, bestaan uit grondstofkosten, verpakkingskosten en 

transportkosten: 

e De grondstoffen zijn 1,50 euro per liter vanille-ijs en 1,70 euro per liter aardbeienijs. 

e De verpakkingskosten zijn 0,05 euro per doos van 1 liter of per kleine doos van 125 milliliter en 
daar bovenop 0,50 euro per kartonnen verpakking. 

e De transportkosten zijn 1,10 euro per kartonnen verpakking. 


Een winkelier bestelt 15 kartonnen verpakkingen vanille-ijs, per liter verpakt, 10 kartonnen 
verpakkingen duo-ijs, 4 kartonnen verpakkingen aardbeienijs en 8 kartonnen verpakkingen 
vanille-ijs in kleine dozen van 125 milliliter. 


a) Stel een 2 Xx 4-matrix M op die aangeeft hoeveel liter vanille-ijs en aardbeienijs je per kartonnen 
verpakking nodig hebt. 


b) Stel een bestellingsmatrix Kop zodat M - K betekenis heeft. 


c) Bereken H=M : K. Geef een duidelijke betekenis aan de getallen in H. 
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d) Stel een matrix B op die de grondstofkosten per liter vanille-ijs en aardbeienijs weergeeft. 
Stel deze matrix B zodanig op dat B + H betekenis heeft. 
Bereken B - Hen geef de betekenis van dit matrixproduct. 


e) Stel een matrix Cop die enerzijds de verpakkingskosten en anderzijds de transportkosten 
per kartonnen verpakking weergeeft. 
Stel deze matrix C zodanig op dat C « K betekenis heeft. 
Bereken C« Ken geef de betekenis van dit matrixproduct. 


f) Steleen 1 x 4-matrix A op die de verkoopprijs per kartonnen verpakking weergeeft. 


g) De fabrikant wil een formule om de winst te berekenen op de bestelling van de winkelier. 
Stel de formule op waarin je gebruik maakt van de matrices A, B, C, Hen K. 


h) Bereken de winst. 


2.6 Toepassingen 


2.6.1 Directe-wegenmatrices 


Voorbeeld 1 


Bekijk de volgende graaf en stel de directe-wegenmatrix M van de graaf op. 


(2) 


A 
(1) D 
A 
naar en M 
€ 
D 
B 
e Welke mogelijkheden zijn er om van B naar D te gaan via 1 tussenplaats? 
e Welke mogelijkheden zijn er om van C naar C te gaan, via 1 tussenplaats? 
e Hoeveel mogelijkheden zijn er om van D naar D te gaan, via 1 tussenplaats? 
e Hoeveel mogelijkheden zijn er om van B naar C te gaan, via 1 tussenplaats? 
e Hoeveel mogelijkheden zijn er om van A naar B te gaan, via 1 tussenplaats? 
e Bereken M?. 
van 


naar 


Do A 


Het aantal verbindingen met 1 tussenplaats tussen 2 knopen A, en A, van een graaf 
met kknopen A, A», … Aj, verkrijg je door het element m, te berekenen van de matrix M?. 


Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 
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e Bereken M°. 


naar 


Oa» > 


Het aantal verbindingen met 2 tussenplaatsen tussen 2 knopen A, en A, van een graaf 


met kknopen A, As, … A, verkrijg je door het element m, te berekenen van de matrix M*. 
Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 


Het aantal verbindingen met n — 1 tussenplaatsen tussen 2 knopen A; en A, van een graaf 
met k knopen A, As, … Aj, verkrijg je door het element m, te berekenen van de matrix M”. 
Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 
Je noemt die verbindingen ‘n-stapsverbindingen’. 


e Welke bewerkingen moet je met M uitvoeren om een overzicht te verkrijgen van het aantal 
mogelijkheden om van de ene plaats naar de andere te gaan via hoogstens 1 tussenplaats? 
Bereken die matrix. 


Het aantal verbindingen met hoogstens n — 1 tussenstappen tussen 2 knopen A;en A, van een graaf 


met k knopen A, As, … Aj, verkrijg je door het element m, te berekenen van de matrix 
M+M? +…+ M". 


Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 


El 


Voorbeeld 2 


Je kunt ook grafen verwerken in het geval waarbij richtingen tussen de knooppunten zijn aangegeven. 
Denk hierbij bijvoorbeeld aan straten met eenrichtingsverkeer. 


e Stelde directe-wegenmatrix op voor de volgende graaf: 
van 


naar 


Dao er 


e Bepaal de matrix die weergeeft op hoeveel manieren je van elk punt naar elk ander punt kunt gaan 
via hoogstens twee tussenplaatsen. 


Probleem van Königsberg 


In het 18de-eeuwse Königsberg vroegen de bewoners zich af of het mogelijk zou zijn een wandeling 
te maken over de 4 delen van de stad (waaronder Kneiphoff), die verbonden zijn door 7 bruggen, 

en wel zo dat iedere brug precies eenmaal werd gebruikt (zie figuur links). 

CG 


B 


Leonard Euler (1707-1783) was de eerste die het probleem oploste. 

Hij publiceerde het in Solutio problematis ad geometriam situs pertinenti in 1736. 

Euler stelde ieder deel voor door een knoop en iedere brug door een tak. 

Stel dat er inderdaad een route bestaat waarbij je elke brug 1 keer passeert. Deze route is logisch gezien 
ergens begonnen en ergens geëindigd. Het is ook logisch dat op elke halte tussen dat begin en einde 
een even aantal bruggen moet samenkomen. Als je bijvoorbeeld tijdens je tocht 1 keer in A komt, moet 
je er via een andere brug weer af. Via dezelfde redenering moeten zowel het start- als het eindpunt een 
oneven aantal bruggen hebben. Een zogenaamde Eulertocht lukt alleen als de graaf exact 2 punten 
heeft met een oneven aantal verbindingen. 

Bij de Köningsbergerbruggen zijn het aantal verbindingen tussen de 4 punten oneven. 

Hieruit volgt dus dat het probleem niet oplosbaar is. 
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Langetermijnvoorspellingen 
/ P Voorbeeld 1: koopgedrag 


Een winkelier verkoopt 3 merken van hondenvoer in blik: Blaf, Kef en Waf. 

Op dit ogenblik verkoopt hij per week 60 blikken Blaf, 25 blikken Kef en 15 blikken Waf. 
Klanten wijzigen hun voorkeur wel eens. Zo blijkt dat van de mensen die 
deze week Blaf kochten 25 % overschakelt naar Kef en 15 % naar Waf. 
De overige 60 % blijft bij Blaf. 

Van de klanten die deze week Kef kochten blijft 80 % bij zijn keuze, 

10 % schakelt over naar Blaf en 10 % naar Waf. 

Van de Waf-kopers schakelt 10 % over naar Blaf, 20 % schakelt over 

naar Kef en 70 % blijft trouw aan zijn merk. 

Hoeveel blikken zal de winkelier volgende week van elk merk verkopen? 
Hoeveel na 2 weken? Hoeveel na 3 weken? Enzovoort. 

De overgangen tussen de verschillende merken kun je schematisch weergeven in een transitiegraaf en 
een transitiematrix 7. 


Úc». 


van 
naar K =T 


70% 


e Om de verkoopsaantallen na 1 week te bepalen, volstaat het deze transitiematrix te vermenigvuldigen 
met de 3 X 1-matrix V, waarin de verkoop van deze week beschreven staat. 


V,=T"Vo= . 25 = 
15 


e Het aantal mensen dat de merken Blaf, Kef en Waf koopt na 2 weken, wordt gegeven door de matrix 


V‚=T"V,= : - =T-T:Vo=72 Vo 


e Bereken, met ICT, het aantal kopers van de 3 merken na n weken. Vul de tabel in. 


e Hoeveel kopers zullen de 3 merken op lange termijn hebben? 


Blaf: Kef: Waf: 


De verkoop van de blikken hondenvoer stabiliseert op lange termijn. 


Voorbeeld 2: populatie van een diersoort 


In een groot natuurreservaat wordt onderzoek gedaan naar 

de evolutie van het aantal uilen in het domein. 

Er wordt onderscheid gemaakt tussen 3 generaties: 

de jonge uilen (/: tot 1 jaar oud), de adolescenten (A: tussen 1 en 2 jaar 
oud) en de volwassen uilen (V: meer dan 2 jaar oud). 

Omdat het aantal mannelijke en vrouwelijke uilen vrijwel gelijk is 
moet je bij de uitwerking enkel rekening houden met de aantallen 
vrouwtjes. 

De huidige populatie vrouwtjes bedraagt: 1 000 jonge uilen, 

800 adolescente uilen en 1 200 volwassen uilen. 

Van de jonge uilen wordt slechts 12 % 1 jaar. 

Van alle eenjarigen haalt 71 % de leeftijd van 2 jaar. 

Van de oudere uilen overleeft er elk jaar 87 %. 

Pas vanaf de leeftijd van 2 jaar zijn de uilen in staat nakomelingen op 
de wereld te zetten: het geboortecijfer bedraagt 33 %. 


Herneem de Lesliematrix van oefening 10 uit hoofdstuk 1. 
van 
J A Vv 


naar A =lt 


e Het aantal jonge, adolescente en volwassen uilen na 1 jaar wordt gegeven door de kolommatrix 
P‚=L" P‚. Hierbij is P, de huidige populatie. 
Bereken P, 


e Bereken, met ICT, het aantal uilen van elke generatie na n jaar. Vul de tabel in. 


e Hoe zal het aantal uilen op lange termijn evolueren: zullen ze uitsterven of niet? 
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REEKS A 


EEA Beantwoord de volgende vragen in verband met de gegeven graaf. 


a) Stel de matrix op die het aantal tweestapsverbindingen geeft tussen elk van de punten. 


e Hoeveel verbindingen zijn er tussen B en C met 1 tussenplaats? 
e Hoeveel verbindingen zijn er tussen A en D met 1 tussenplaats? 


b) Stel de matrix op die het aantal driestapsverbindingen geeft tussen elk van de punten. 


e Hoeveel verbindingen zijn er tussen B en D met 2 tussenplaatsen? 


e Hoeveel verbindingen zijn er tussen A en C met 2 tussenplaatsen? 


c) Bereken M? + M? + M en geef de betekenis van die matrix. 


M*+M?+M= 


EN Beantwoord de volgende vragen in verband met de gegeven graaf en de verbindingsmatrix 
van paragraaf 1.5. 


9 Oostende 


Lichtervelde 


Kortrijk 


a) Bereken de tweestapsverbindingsmatrix. 


e Hoeveel verbindingen zijn er tussen Brugge en Deinze met 1 tussenplaats? 


e Hoeveel verbindingen zijn er tussen Kortrijk en Brugge met 1 tussenplaats? 


b) Bereken V? + Ven geef de betekenis van die matrix. 


c) Bereken V? en geef de betekenis van die matrix. 
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WEZE Herneem de graaf en de Lesliematrix voor de keverpopulatie van paragraaf 1.7. 
Stel dat er momenteel 800 kevers in hun eerste, 400 in hun tweede en 200 in hun derde 


pn levensjaar zijn. 


2 jaar 1 jaar 
' 1/2 $ 


a) Hoeveel kevers zullen er zijn na 1 jaar? 


b) Hoeveel kevers zullen er zijn na 3 jaar? 


c) Hoe zal het aantal kevers op lange termijn evolueren: zullen ze uitsterven of niet? 


SEE Vooreen populatie vrouwelijke rendieren op het eiland South Georgia is de volgende Lesliematrix 
(voor een periode van 1 jaar) gegeven. 


jn De vrouwelijke rendieren zijn verdeeld over 3 klassen: nuljarigen, eenjarigen en rendieren van 2 jaar 


of ouder. 
6 nl 
17 
EN 
n 100 
ot a 
3 


Stel dat er momenteel 750 nuljarigen, 500 eenjarigen en 250 rendieren van 2 jaar of ouder zijn. 


a) Bereken de samenstelling van de vrouwelijke rendieren 2 jaar later. 


b) Maak met ICT een overzicht van het aantal rendieren om de 10 jaar. 


eenjarigen 


c) Hoe zal deze populatie rendieren op lange termijn evolueren? 
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EEE Ineen dorp zijn er 2 slagers, Menrans (M) en Van Vlezeghem (V). 
Elke week zijn er klanten die van slager M naar slager V gaan en omgekeerd. 


Cn De meeste klanten blijven echter bij hun vertrouwde slager. 


Slagerij Menrans heeft 90 % trouwe klanten, bij slager Van Vlezeghem is dat 95 %. 


a) Geef de transitiematrix T die het verloop van de klanten van week tot week weergeeft 
(zie hoofdstuk 1, oefening 7). 


b) Deze week heeft slager M 200 klanten en slager V 100 klanten. 
Bereken het aantal klanten van elke slager na 1 week en na 2 weken. 


c) Maak met ICT een overzicht van het aantal klanten van elke slager na n weken. 


EEA Een laboratoriumdier kan iedere dag kiezen uit 3 soorten voedsel A, B of C. 
De praktijk heeft uitgewezen dat, als een dier een keuze uit A, B of C heeft 


al gemaakt, het de volgende dag met een kans van 70 % weer dezelfde 
PD keuze maakt. 


De keuze voor de 2 andere soorten kiest hij met gelijke kans. 


a) Geef de transitiematrix 7 (zie hoofdstuk 1, oefening 8). 


b) Als het dier op een dag voedsel A heeft gekozen, wat is dan de kans dat het dier 2 dagen later 


e voor voedsel A kiest? 


e voor voedsel B kiest? 


e voor voedsel C kiest? 


EEN Een sociologe heeft het verhuisgedrag onderzocht in plaats A en de randgemeenten (R). 
De verandering over een periode van 5 jaar ziet er als volgt uit: 

pr e 7% van de bevolking van A is naar één van de randgemeenten verhuisd. 

dr e 93 % van de bevolking van A is in A blijven wonen. 

e 1% vande bevolking van de randgemeenten is naar A verhuisd. 
e 99 % van de bevolking van de randgemeenten is in één van de randgemeenten blijven wonen. 
Aan het begin van het onderzoek telde plaats A 150 000 inwoners en hadden de randgemeenten 
samen 40 000 inwoners. 


a) Geef de bijbehorende graaf. 


b) Stel de transitiematrix T op. 


c) Hoeveel inwoners heeft A na 5 jaar? En de randgemeenten? 


d) Hoeveel inwoners heeft A na 15 jaar? En de randgemeenten? 
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EEN Ineen dorp wordt de verkoop van de waspoeders 
BONUS en MALUS onderzocht. 


jn Er zijn geen andere waspoeders te koop in het dorp. 


De transitiematrix per jaar is 


van 
B M 


AE B 0,7 0,1 
M 0,3 0,9 


a) Hoeveel procent van de mensen die MALUS kopen blijft dat doen? 


b) Hoeveel procent van de BONUS-kopers loopt over naar MALUS? 


c) Op dit moment zijn er 1 200 BONUS-kopers en 800 MALUS-kopers. 
Hoe zijn die aantallen na 1 jaar? 


d) Hoe zijn die aantallen na 2 jaar? 


e) Na verloop van tijd veranderen de percentages BONUS-kopers en MALUS-kopers nagenoeg 
niet meer. Hoeveel procent BONUS-kopers zijn er dan? 
Geef met behulp van de matrix een verklaring voor die stabilisatie. 


REEKS B 


BEZ ineen safaripark zijn er op dit ogenblik 140 rendieren. 
Je onderscheidt 4 generaties: er zijn 80 rendieren 

pr van 0 tot 3 jaar, 35 rendieren van 3 tot 6 jaar, 20 van 6 tot 9 jaar 

DP en nog 5 rendieren van 9 tot 12 jaar. 

Uit onderzoek blijkt dat over 3 jaar 70 % van de jongste 
rendieren de leeftijd van 3 jaar bereikt. Ze brengen echter nog 
geen nakomelingen voort. Van de tweede generatie weet men 
dat 60 % de volgende leeftijdsgroep bereikt en dat ze 
gemiddeld 1,5 nakomelingen voortbrengen. 
De overlevingskansen van de derde generatie zijn 40 % en ze zetten gemiddeld 0,6 jonge rendieren 
op de wereld. In de groep oudste dieren bedraagt het geboortecijfer nog slechts 0,01. 
Geen enkel rendier wordt ouder dan 12 jaar. 


a) Stel de Lesliematrix op van de gegevens waarbij als tijdsinterval telkens 3 jaar genomen wordt. 


b) Hoeveel rendieren zijn er in elke generatie na 21 jaar? 


c) Hoeveel rendieren zijn er in elke generatie na 75 jaar? 


d) Hoe zal het aantal rendieren op lange termijn evolueren? 
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BEL N Van een insectensoort wordt 50 % ouder dan 1 jaar. 
Van die 50 % wordt 25 % ouder dan 2 jaar en geen enkel dier 


af wordt ouder dan 3 jaar. 
dr In hun eerste levensjaar krijgen de insecten geen kleintjes, 


tussen 1 en 2 jaar krijgen ze er gemiddeld 2 en tussen 

2 en 3 jaar krijgen ze er 3. 

Ga uit van 50 insecten tussen O en 1 jaar, 30 insecten tussen 
1 en 2 jaar en 20 insecten tussen 2 en 3 jaar. 


a) Breng de gegevens aan in een graaf. 
b) Stel de Lesliematrix op van de gegevens. 


c) Maak met ICT een overzicht van het aantal insecten. 


ENEN ENEN KNENENEEN 
nn 
me) {| 
En 


d) Hoe zal deze populatie insecten op lange termijn evolueren? 


EFM ineen wildpark in Afrika worden elke 5 jaar de zebra’s geteld. 
De merries worden ingedeeld in 3 leeftijdsklassen: 
ad M, (van O tot en met 4 jaar oud), M, (van 5 tot en met 9 jaar oud), 
dr M (10 jaar en ouder). Voor de populatie zebra’s is de volgende 
Lesliematrix (voor een periode van 5 jaar) gegeven: 


Ln 
10 
2 
=| == 0 0 
E 3 
set 
5 


Stel dat er momenteel 200 M ‚-merries, 88 M‚-merries en 61 M‚-merries zijn. 


a) Stel de gegevens voor in een graaf. 


b) Geef de betekenis van de getallen in de matrix L. 


c) Maak met ICT een overzicht van het aantal zebra's. 


d) Hoe zal deze populatie zebra's op lange termijn evolueren? 
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9, 


Om de populatieontwikkeling van de kleine hoefijzerneus (vleermuis) te 
modelleren bekijk je per periode van 2 jaar de verandering van de aantallen 
vrouwtjes in 3 verschillende leeftijdsklassen in de loop van de tijd. 

De vleermuizen worden ingedeeld in 3 leeftijdsklassen: 

N (de nul- tot tweejarige vrouwtjes), T (de twee- tot vierjarige vrouwtjes) 

en V (de vrouwtjes van 4 jaar en ouder). 

Stel dat er momenteel 360 vleermuizen zijn in klasse N, 270 vleermuizen 

in klasse Ten 180 vleermuizen in klasse V. 

De voortplanting gebeurt pas na het tweede levensjaar. 


Gemiddeld brengen de vrouwtjes per jaar 5 jongen groot. 
De kans dat een pasgeborene 2 jaar oud wordt is n en de kans dat een tweejarige 
de vierjarige leeftijd bereikt is 5 . 


Per periode van 2 jaar overleeft slechts van de vleermuizen die 4 jaar of ouder zijn. 


a) Stel de gegevens bij deze populatieontwikkeling voor in een Lesliematrix L. 


b) Hoe groot is de kans dat een nuljarige vleermuis de leeftijd van 6 jaar bereikt? 


c) Maak met ICT een overzicht van het aantal vleermuizen. 


amaijsen | 2 | « | 6 | vo | zo | wo | 


d) Is deze populatie vleermuizen in haar voortbestaan bedreigd? 


BEZ Een groep van 100 000 mensen is verdeeld in 15 % geheelonthouders (G), 65 % sociale drinkers (S) 
en 20 % probleemdrinkers (P). Uit een onderzoek blijkt dat er jaarlijks nogal wat verschuivingen 


jm gebeuren. Die verschuivingen zijn vastgelegd in de transitiematrix van paragraaf 1.8. 


a) Stel de populatiematrix D op. 


b) Hoeveel geheelonthouders, sociale drinkers en probleemdrinkers zullen er zijn na 1 jaar? 


c) Hoeveel geheelonthouders, sociale drinkers en probleemdrinkers zullen er zijn na 5 jaar? 


d) Hoe zal de verdeling binnen de populatie op lange termijn evolueren? 
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EEN Een land bestaat uit 4 delen. Op dit ogenblik wonen er 125 436 mensen in A, 203 540 in B, 45 364 in C 
en 505 216 in D. De getallen in de migratiematrix van paragraaf 1.9 geven aan hoeveel procent van 
jm de bevolking van een bepaalde streek naar een andere migreert in een periode van 5 jaar. 


a) Hoe zal de bevolkingsverdeling eruitzien 


e na5jaar? 


e na 10jaar? 


b) Hoe zal de verdeling op lange termijn evolueren? 
Bereken de bevolkingsverdeling na 50 jaar en na 100 jaar. 


BENN Een busmaatschappij heeft 600 bussen. Het aantal bussen in gebruik noteer je als B. 
Voor het onderhoud van het bussenpark wordt een systeem gebruikt van een klein onderhoud 
pr per 4 maanden en een groot onderhoud per 50 maanden. Bij die onderhoudsbeurten zijn de bussen 
1 maand inactief. Om dit onderhoud te realiseren wordt elke maand 25 % van de bussen 
in klein onderhoud genomen (K) en 2 % in groot onderhoud (G). 
Tijdens het klein onderhoud gebeurt het in 1 op de 25 gevallen dat alsnog tot een groot onderhoud 
wordt overgegaan. 


a) Vul de volgende graaf aan. 


c) Aan het begin van het jaar zijn 505 bussen in gebruik, 85 bussen in klein onderhoud en 
10 bussen in groot onderhoud. 
Bereken, met ICT, de verdeling van de bussen na n maanden. Vul de tabel in. 


d) Wordt de verdeling van de 600 bussen stationair? Verklaar. 
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Een producent van melk laat het koopgedrag van de consumenten van zijn 3 soorten onderzoeken: 
magere melk (M), halfvolle melk (H) en volle melk (V). 
al e 70 % van de consumenten van M blijft de volgende week trouw aan zijn soort, 
dr 14 % kiest voor soort Hen de overige 16 % kiest voor soort V. 
e 60% van de consumenten van H blijft de volgende week trouw aan zijn soort, 
35 % kiest voor soort M en de overige 5 % kiest voor soort V. 
e 50% van de consumenten van V blijft de volgende week trouw aan zijn soort, 
20 % kiest voor soort M en de overige 30 % kiest voor soort H. 


a) Stel de overgangen voor in een graaf. 


b) Stel de transitiematrix T op die deze graaf beschrijft. 


c) Deze week verkoopt de producent 3 000 | van soort M, 5 000 Il van soort Hen 2 000 Il van soort V. 
Hoe zal de situatie er binnen 3 weken uitzien? 


d) Zal de verkoop stabiliseren? Verklaar je antwoord. 


EEN De bevolking van een land, op 1 januari 2001, is ingedeeld in klassen van 20 jaar. 


In de tabel hieronder vind je de gemiddelde vruchtbaarheidscijfers en overlevingscijfers van 
de verschillende klassen voor de laatste 20 jaar. 


os 20-39 40-59 60-79 
0,184 38 0,570 52 0,001 18 ER 
0,995 74 0,987 45 0,941 15 0,518 97 EN 


a) Zet deze gegevens in 2 matrices: L is de Lesliematrix en P de populatiematrix. 


Voorspel de populatiesamenstelling c) Voorspel de populatiesamenstelling 
en de grootte van de bevolking in 2021. en de grootte van de bevolking in 2101. 


grootte: grootte: 


De afhankelijkheidsratio is de verhouding van de niet-actieve bevolking 
(de categorieën 0-19 ; 60-79 ; 80-99) tot de actieve bevolking (de categorieën 20-39 ; 40-59). 
Bereken die verhouding in 


2001: 


2021: 


2101: 


e) Verklaar: “Elke vrouw krijgt in haar leven gemiddeld 1,5 kinderen.” 
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REEKS C 


EEEN Voor een stad beschikt men voor de vrouwelijke bevolking over onderstaande cijfers. 


leeftijd aantal in 1995 aantal in 2010 gantaleoehteridebo een 
é 1995 en 2010 


15-29 5 976 6 264 3 469 


a) Stel deze cijfers voor met een Lesliematrix met basis 1995. 


b) Als de tendens zich voortzet, hoe ziet die populatie eruit 


e in 2025? 


e in 2040? 


e in 2070? 


EIN Vier vrienden (A, B, Cen D) hebben een tennistornooi gespeeld. 
De matrix M geeft weer wie tegen wie gewonnen (1) of verloren (0) heeft. 


A B C D 
A Oo 0 1 1 
B 1 0 1 0 
tegen =M 
C oo 0 0 1 
D O1 0 0 


a) Waarom bevat de hoofddiagonaal enkel nullen? 


b) Zowel A als B hebben 2 wedstrijden gewonnen. Om te weten wie tot winnaar van het tornooi 
moet worden uitgeroepen, moet je rekening houden met de andere matchen. 
Bijvoorbeeld: A heeft C verslagen, die op zijn beurt gewonnen heeft van D. 
Op die manier kan aan A een extra punt worden toegekend. 
Bepaal de matrix die de extra puntenaantallen weergeeft volgens dit systeem. 


c) Bepaal de matrix die aangeeft hoeveel punten elk van de spelers in totaal heeft. 
Wie wint uiteindelijk de tenniscompetitie? 


Hoofdstuk 2 BEWERKINGEN MET MATRICES 


IR Bijen op rotondes vinden vaak verkeerstellingen plaats om de doorstroming van het verkeer 
te meten. In matrix A zie je de doorstroming tijdens de ochtendspits op een rotonde waar 4 wegen 
P,‚ Q, Ren S op uitkomen. 


P 


P Q R s 


0 0,12 0,44 0,43 
0,42 O 0,32 0,26 
0,37 0,84 O 0,31 
0,21 0,04 0,24 O0 


A= 


uaa v 


R 


De getallen in de matrix geven steeds aan welk deel van de motorvoertuigen vanaf de ene weg 
de ronde opkomt en er bij de andere weg weer afgaat. Zo betekent het getal 0,32 in de tweede rij 
bijvoorbeeld dat 32 % van de voertuigen die vanaf R de rotonde oprijden, de rotonde bij Q verlaat. 


a) De som van de getallen van een kolom is telkens 1. 
Leg dit specifiek uit voor de derde kolom. 


b) In de tabel staat een telling van het aantal voertuigen over deze rotonde tijdens een ochtendspits. 


aankomst op rotonde vanaf aantal voertuigen 


Zet deze getallen in een kolommatrix N en voer de matrixvermenigvuldiging A « N uit. 


Interpreteer de uitkomst van dit product. 


c) De gemeente wil de verkeerssituatie bij de rotonde veranderen. 
Vlakbij de rotonde is namelijk een gevaarlijke driesprong van weg R met de wegen U en 7. 
De gevaarlijke situatie wordt opgeheven door weg R te vervangen door de nieuwe wegen R‚ en R. 
Dan komen er op de rotonde niet 4, maar 5 wegen uit. 
In de volgende figuren zijn de oude en de nieuwe situatie voorgesteld. 


oude situatie nieuwe situatie 
P 


R, 


Matrix B beschrijft de doorstroming op de gevaarlijke driesprong en is op dezelfde manier 
opgebouwd als matrix A. 


R T U 
0 063 084 | R 
= [059 O 016 f 7 
041 037 0 U 


Neem aan dat de verkeersstroom die uit 7 (oude situatie) via R op de rotonde terechtkomt, 
zich verdeelt over de richtingen P‚ Q en S volgens de verhoudingen van matrix A. 

Zo gaat bijvoorbeeld van het verkeer dat vanaf T via R de rotonde oprijdt ook 32 % naar Q. 
Voor de verkeersstroom uit U wordt dezelfde veronderstelling gemaakt. 

Bereken hoeveel procent van de voertuigen uit 7 de rotonde bij P verlaat. 


De afdeling verkeer van de gemeente stelt voor de nieuwe situatie een doorstromingsmatrix C op. 
Ze gebruikt daarbij de gegevens uit matrix A en uit matrix B. 
Hieronder is matrix C gedeeltelijk ingevuld. Vervolledig deze matrix C. 
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EED Studiewijzer Bewerkingen met matrices 


KENNEN jv 


De getransponeerde matrix van een m Xx n-matrix is de n x m-matrix die je verkrijgt 
door de m rijen te schrijven als m kolommen en de n kolommen als n rijen, 
zonder de volgorde te veranderen. 


Als A =[a,]en B =[b‚] matrices zijn met dezelfde dimensie, dan verkrijg je 
de matrix A + B door de overeenkomstige elementen van A en B op te tellen: 
A+B=[a,l+ [b‚]= [a,+b]. 

De matrix A + B heeft dezelfde dimensie als de matrices A en B. 


Als A =[a,]een matrix is met m rijen en_n kolommen en r een reëel getal, dan verkrijg je 
de matrix r + A door elk element van A met r te vermenigvuldigen: 

r-A=r"[a,|= [ra]. 

De matrix r « A heeft dezelfde dimensie als de matrix A. 


KENNEN Dj vv jv 


Als A =[a,]en B=[b‚‚] matrices zijn met dezelfde dimensie, dan verkrijg je IN 


de matrix A — B door de overeenkomstige elementen van A en B af te trekken: 

A-B=[a,| — [b‚]= (a, — b,]. 
KUNNEN Wv 

Het verschil van matrices berekenen (ook met ICT). mn | mi 


De matrix A — B heeft dezelfde dimensie als de matrices A en B. 


2.5 Vermenigvuldigen van matrices 


Als A =[a,„Jeen m x n-matrix is en B=[b‚‚]een n x p-matrix, dan is de matrix A « B 
een m X p-matrix waarbij je het element op de i-de rij en de j-de kolom verkrijgt door 
de som te maken van de producten van de getallen van de i-de rij van A met 


de getallen van de j-de kolom van B. 


Het product van matrices berekenen (ook met ICT). HEN 
Machten van matrices berekenen (ook met ICT). HAN 


2.6 Toepassingen 


Het aantal verbindingen met 1 tussenplaats tussen 2 knopen A, en A‚ van een graaf 
met k knopen A, A, „ Ajo verkrijg je door het element m te berekenen van 

de matrix M?. 

Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 

Het aantal verbindingen met 2 tussenplaatsen tussen 2 knopen A‚en A, van een graaf 
met kknopen A, A2, Aj, verkrijg je door het element m, te berekenen van 

de matrix M?. 

Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 

Het aantal verbindingen met n — 1 tussenplaatsen tussen 2 knopen A, en A‚ van een graaf 
met k knopen A, A, Ajo verkrijg je door het element m te berekenen van 

de matrix M”. 

Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 

Je noemt die verbindingen ‘n-stapsverbindingen’. 


Het aantal verbindingen met hoogstens n — 1 tussenstappen tussen 2 knopen A, en A; 
van een graaf met k knopen A, As, … „A, verkrijg je door het element m, te berekenen van 
de matrix M + M? +... + M?. 


Hierbij is M de directe-wegenmatrix van de graaf. 


Bij het oplossen van een probleemsituatie: 
een matrix transponeren 
matrices optellen en aftrekken 
het veelvoud van een matrix berekenen 
matrices vermenigvuldigen 

e machten van matrices berekenen 


Een probleem vertalen naar matrices en zoeken naar de juiste wiskundige bewerkingen 
met matrices om het probleem op te lossen. 


SN 
CS CN 
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Definitie 
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rijequivalente matrices 
Een matrix herleiden tot 
de canonieke vorm 
3.4 Matrices canoniek maken met ICT 
Studiewijzer 


mn 


3.1 Definitie 


De volgende 3 matrices zijn canoniek: 


1 0 2 0 
1-0 0 7 0 1 Z 0 0 0 
0 015 0 0 01 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 


Een canonieke matrix is een matrix die voldoet aan de volgende voorwaarden: 

e Als er nulrijen in de matrix voorkomen, dan staan ze onderaan de matrix. 

e Het eerste van nul verschillende element in een niet-nulrij (de leider) is gelijk aan 1. 

e De leiders komen in trapvorm voor: het aantal nullen waarmee de rijen beginnen neemt toe 
van boven naar beneden (al dan niet regelmatig). 

e Boven en onder de leiders van de niet-nulrijen staan alleen nullen. 


Elementaire rijoperaties en rijequivalente matrices 


Op de rijen van een matrix kun je elementaire rijoperaties uitvoeren. 
De matrix die je na een elementaire rijoperatie verkrijgt is een rijequivalente matrix. 


Notatie 


AB 
lees: de matrix B is rijequivalent met de matrix A. 
De elementaire rijoperaties zijn: 


e rijen van plaats verwisselen 


2 3 4 1 3 4 
Rij lenrij 2verwisselen: | 1 3 O0 4 EE A Sd 
3 1 2 4 3 1 2 4 


e eenrij vervangen door een veelvoud van die rij 


1 3 0 4 1 3 0 4 
Rij 3 vermenigvuldigen met 2: | 2 1 3 -4 tal 1 8-4 
3 1 2 4 6 -2 4 8 


e eenrij vervangen door een lineaire combinatie van die rij en een andere rij 


1 3 0 4 1 3 0 4 
Rij 3 vervangen door 2 keerrij3 -3keerrij2: | 2 1 3 4 Ee f Bed 
Sal À A 0 -5 -5 20 


Een matrix herleiden tot de canonieke vorm 


Eigenschap Elke matrix is via elementaire rijoperaties te herleiden tot juist 1 rijequivalente canonieke matrix. 


/ PD Voorbeeld 


2 1 3 4 
Bepaal de rijequivalente canonieke matrixvan A= | 1 3 4 0 
-3 1 2 4 
e Creëer een leider in de eerste rij door 2 1 3 4 [ij 3 4 0 
verwisseling van de eerste twee rijen. 1 3 4 O0 id, 2 1 3 -4 
3 1 2 4 -3 1 2 4 
e De eerste kolom dient, op het eerste 3 4 0 ij 3 4 0 
element na, uit nullen te bestaan. Je 2 1 3 -4 har a 0 -5 =-5 4 
‘kuist’ daarom de eerste kolom door het i i 
st a de À 0 8 14 4 


uitvoeren van de volgende elementaire 
rijoperaties, waarbij je de eerste rij 
ongemoeid laat: 

m R‚-2-R, 

nm R‚+3-R, 


e Creëer een leider in de tweede rij door 


0 

de tweede rij te delen door —5. DO: =S: zB =Â F2 0 1 ad 
ae 5 

4 


e Kuis de tweede kolom: 
m R‚-3-R, 
m R,-8-R, 


o 

El) 

_— 

A Ula O 

> 
| 
wo 
> 

o 

Fl 


de derde rij te delen door 6. 


e Kuis de derde kolom: 
5 R, oe R3 
a R, Em R; 


12 12 
e Creëer een leider in de derde rij door Lilo 1 - jo 1 - 
5 


Deze laatste matrix is canoniek. 
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Een alternatieve methode bestaat erin te wachten met het creëren van de leiders tot op het einde. 
Zo vermijd je het vele rekenwerk met breuken. 


1 3 4 
A= |[1] 3 4 0 
=l 2 4 
Di Bd 
2-R‚-R, 
2-R3+3-R, 0 5 5 4 
o [1] 13 -4 
21 3 A 
5-As-f, 0 5 5 A4 
0 O0 60 -24 
Dd -4 
nf o s[sl 4 
ò 0-8 2 
10 0 14 
5-R‚-3-R; 
RoR, 0 5 0 6 
0 0 5 2 
10 O0 O0 20 
Rh 0 0 6 
0 5 2 
Te 1 0 0 -2 
Lun, 
en ót 0 8 
5 5 
ó ern 2 
5 


3.4 Matrices canoniek maken met ICT 


S Om de canonieke vorm van een matrix te vinden gebruik je bij de rekenmachine de functie rref 
(row reduced echelon form). 


Deze functie vind je met de toetsencombinatie | and) | APPS | 


REEKS A 


ZEE Voer de aangeduide rijoperaties uit op de matrices. 
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EN Herleid de matrices tot de canonieke vorm. 


ZE Herleid de matrices tot de canonieke vorm. 
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EL Herleid de matrices tot de canonieke vorm. 


REEKS B 


BEEN Herleid de matrices tot de canonieke vorm. 


Hoofdstuk 3 CANONIEKE MATRICES 


Herleid de matrices tot de canonieke vorm. 


se -« 3 Studiewijzer Canonieke matrices 


3.1 Definitie 


Een canonieke matrix is een matrix die voldoet aan de volgende voorwaarden: 
Als er nulrijen in de matrix voorkomen, dan staan ze onderaan de matrix. 
Het eerste van nul verschillende element in een niet-nulrij (de leider) is gelijk aan 1. 
De leiders komen in trapvorm voor: het aantal nullen waarmee de rijen beginnen neemt 
toe van boven naar beneden (al dan niet regelmatig). 
Boven en onder de leiders van de niet-nulrijen staan alleen nullen. 


3.3 Een matrix herleiden tot de canonieke vorm 


Elke matrix is via elementaire rijoperaties te herleiden tot juist 1 rijequivalente 
canonieke matrix. 


3.4 Matrices canoniek maken met ICT 


Een matrix canoniek maken met de grafische rekenmachine. 
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44 Soorten stelsels 
4.5 Toepassingen 
Studiewijzer 


4.1 Definitie 


Inleidend voorbeeld 


1 ei, 1 stuk gebak en 1 stuk pizza bevatten samen 302 mg cholesterol. 

2 stukken gebak en 3 stukken pizza samen leveren 65 mg cholesterol. 

2 eieren en 1 stuk gebak hebben samen een cholesterolwaarde van 567 mg. 
Hoeveel cholesterol zit er in elk voedingsmiddel? 


Er zijn 3 onbekenden in dit vraagstuk. 


Stel: x= het cholesterolgehalte, in mg, van 1 ei 
y= het cholesterolgehalte, in mg, van 1 stuk gebak 
z= het cholesterolgehalte, in mg, van 1 pizza 


Het vraagstuk legt aan de onbekenden 3 voorwaarden op die tezelfdertijd moeten voldaan zijn: 


X+y+zZz=302 
2y+32=65 
2x+y=567 


Dit noem je een stelsel met 3 vergelijkingen in 3 onbekenden. 
Een oplossing van dit stelsel is een drietal getallen (p, q, r) waarvoor geldt dat 


p+q+r=302 en 2q+3r=65 en 2p+q=567 


Om zo’n stelsel op te lossen bestaan verschillende methodes. 
In dit leerwerkschrift leer je een methode die steunt op matrices. 
Je kunt dit stelsel ook oplossen met ICT. 


DEE 


/ D Met de TI84 kun je stelsels oplossen met de equation solver uit 
de toepassing (applicatie) PlySmlt2: er1lod1G 
a: 
e Druk k Pre Jr 
ee, sProb Sim 
sPuzzPack 


sSambolic 
LTestGrd 


e Druk(_2 )(SIMULT EQN SOLVER). 


1: FOLY KOOT FINDER 
EE £IMULT EUN SOLVER 
3: REOUT 

4: FOLY HELF 

E: ZINULT HELP 

6: QUIT FOLYSMLT 


e Selecteer met() en/of( 4) het aantal vergelijkingen ZINULT EUN SOLWER HOLE 
en bevestig de keuze door te drukken. EQUATIONEcEHEGrEAiù 
UnKhOHNS 2EJHEG?EAi0 
e Kies op analoge manier het aantal onbekenden. DEC 
ld 2CT Ehú 
e Selecteer NEXT door (Graen) te drukken. LUT ER A 


e Voerde coëfficiënten van de onbekenden en de constanten EYSTEN HATRIK (3x 
(achter de verticale) in de SYSTEM MATRIX in. 


e Selecteer SOLVE door te drukken. 


Een andere manier om het stelsel op te lossen is door de matrix, bestaande uit de coëfficiënten van 
de onbekenden uitgebreid met de constanten, in te voeren en te herleiden tot de canonieke vorm. 


 DukEDEDON DE 1 ii 5 


e Voer de matrix in. 


o Druk (enter). 


e In delaatste kolom lees je de oplossing af. 


Besluit 


In 1 ei zit mg cholesterol, in 1 stuk gebak zit mg cholesterol en in 1 stuk pizza zit mg cholesterol. 
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Definities 

De vergelijking x + y +z = 302 is een vergelijking van de eerste graad in de onbekenden x, y en z. 
De vergelijking staat in de standaardvorm. 

De vergelijking x + y = 302 — zis een vergelijking van de eerste graad in de onbekenden x, y en z. 
Deze vergelijking staat niet in de standaardvorm. 

De vergelijking 2y + 3z = 65 is een vergelijking van de eerste graad in de 2 onbekenden y en z, 
maar kun je ook opvatten als een vergelijking van de eerste graad in de 3 onbekenden x, y en z, 
want je kunt ze ook schrijven als Ox + 2y + 32 = 65. 


Het aantal onbekenden blijkt hier uit de context van het vraagstuk uit het inleidend voorbeeld. 


De standaardvorm van een eerstegraadsvergelijking in de onbekenden x,, Xx, X3, …, X, ÏS 


n 


AX Haza Xa …… tA Xb. 


Bij een stelsel moet aan meerdere eerstegraadsvergelijkingen tezelfdertijd worden voldaan. 


Een stelsel met m eerstegraadsvergelijkingen in n onbekenden is van de vorm 


CRN TI ILES ORD EI 


n 


Az Xi Xp Fara Xa on AX =D 


Arn Xr tro Xo HA ee A Xn =D, 


e Eenstelsel met m vergelijkingen in n onbekenden noem je ook een m X n-stelsel. 
e Alsb,=b,=.… =b,,=0, dan noem je het stelsel homogeen. 


e Alser evenveel vergelijkingen zijn als onbekenden spreek je van een vierkant stelsel. 


a 


4,2 Matrixvorm van een stelsel 


Voorbeeld 


Neem het 3 x 3-stelsel uit het inleidend voorbeeld van paragraaf 4.1. 


1 1 1 X 302 
StelA=| O0 2 3 |, X=l y len B=| 65 
2 1 0 Z 567 


De matrixvergelijking A «* X= B noem je de matrixvorm van het stelsel. 

A noem je de coëfficiëntenmatrix van het stelsel. 

X noem je de kolommatrix van de onbekenden of onbekendenmatrix. 

B noem je de kolommatrix van de constanten of constantenmatrix. 

Als je de coëfficiëntenmatrix A uitbreidt met de kolom die de constanten bevat, dan verkrijg je 
de uitgebreide (coëfficiënten)matrix A, van het stelsel. 


Voor het stelsel van het inleidend voorbeeld geldt dus: 


1 1 1302 P ee : 
| Je kunt een stippellijn plaatsen om een onderscheid te maken tussen 
As=| 0 2 3 | 65 de coëfficiënten van de onbekenden en de constanten. 
2 1 O0} 567 
Algemeen 
Ain XF t0 WEt aein Xn. =b 
Ax "Xi +52" Xo A23" X3 ht …. +Ap, "Xn =Dz Bend N n 
Het stelsel kun je in matrixvorm schrijven: 
An “Xi Hm" Xa +3 X3 + + Aran “Xn =D 
Aj  Aiz din Xi b, 
A . X= B jan 21 A An X En b, 
On: Omz Oan Xn b, 


Î 
Ai iz Ain ek 
A, A, … Aan 1: D je . . s 
Äs= ie 71 £ |_isde uitgebreide matrix van het stelsel. 
| 
a a Aron |D 
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De methode van Gauss-Jordan 


Vroeger leerde je stelsels oplossen met de combinatiemethode. 
Die methode steunt op een aantal gelijkwaardigheidsbeginselen: 
e Vergelijkingen mogen van plaats verwisseld worden. 
e Een vergelijking mag vermenigvuldigd worden met een getal verschillend van nul. 
e Een vergelijking mag vervangen worden door een lineaire combinatie van die vergelijking 
met een andere vergelijking van het stelsel. 
Die 3 operaties op de vergelijkingen van het stelsel komen overeen met de elementaire rijoperaties op de 
uitgebreide coëfficiëntenmatrix van het stelsel. Het canoniek maken van de uitgebreide coëfficiëntenmatrix 
van het stelsel betekent minder schrijfwerk en meer overzicht. 


Voorbeeld 1 


m 
3-5 


Het koppel (2,-1) is de oplossing van het stelsel. Je noteert de oplossingsverzameling: V={(2,-1)}. 
De methode voor het oplossen van stelsels waarbij je de uitgebreide coëfficiëntenmatrix van het stelsel 
canoniek maakt is de methode van Gauss-Jordan. 


Carl Friedrich Gauss (1777-1855) was een Duitse wiskundige. Hij werd al op jonge leeftijd als een soort 
wonderkind herkend. Gauss publiceerde boeken over sterrenkunde, maar ook over andere wiskundige 
onderwerpen zoals rijen en reeksen, kansverdelingen, … Een groot deel van zijn leven heeft hij zich met 
de wiskunde op boloppervlakken bezig gehouden. Omdat op boloppervlakken de klassieke meetkunde 
van Euclides niet meer opgaat, werd een niet-Euclidische meetkunde ontwikkeld. 

Die ontstond rond 1830, onder meer door werk van Gauss die daar al vanaf 1800 mee bezig was. 

Gauss hield zich ook bezig met onderzoek op het gebied van aardmagnetisme en de afwijking van 

de magnetische polen van de geografische polen. 

In 1849 vierde hij zijn 50-jarig jubileum, maar ging zijn gezondheid achteruit. Hij stierf in 1855. 

Camille Jordan (1838-1922) was een Franse wiskundige. Hij was een van de grondleggers van 

de groepentheorie. Hij schreef verschillende standaardwerken zoals Traité des Substitutions en Cours 
d'Analyse. Verschillende wiskundige termen werden naar Camille Jordan genoemd: 

de Jordankromme, de Jordannormaalvorm en de methode van Gauss-Jordan. 


Voorbeeld 2 
Le 


X+Z=-2 
2Xx-3y+22=0 
X+y+zZ=20 
9 
X-Zz=2 
2x-3y+22=0 
X+y+zZ=20 


0 
x-z=2 
-3y+4z=-4 
X+y+zZ=20 


Het drietal ( P p ) is de oplossing van het stelsel. 


Je noteert de oplossingsverzameling: V={( ; p )} 
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4,4 Soorten stelsels 
44.1 Bepaald stelsel 


Voorbeeld 


Een bak fruitsap, een bak water en een bak melk kosten samen 31 euro. 
Voor 2 bakken fruitsap, een bak water en 2 bakken melk betaal je 57 euro. 
Een bak fruitsap, 3 bakken water en 4 bakken melk kosten in totaal 77 euro. 
Bepaal de eenheidsprijzen. 


e Keuze onbekenden: 
xis de prijs van een bak fruitsap 
yis de prijs van een bak water 
zis de prijs van een bak melk 


e Opstellen van het stelsel: 


e Oplossen van het stelsel: 


De uitgebreide coëfficiëntenmatrix is 


Maak de uitgebreide coëfficiëntenmatrix canoniek met ICT: 


Je verkrijgt het gelijkwaardig stelsel: 


Het stelsel heeft slechts 1 oplossing: ( p P ). 


Je noemt dit stelsel een bepaald stelsel. 


Een bepaald stelsel is een stelsel dat slechts 1 oplossing heeft. 


Eigenschap De canonieke coëfficiëntenmatrix van een bepaald stelsel is een eenheidsmatrix. 


mn 


44,2 Onbepaald stelsel 


Voorbeeld 


Een koor houdt een concert. 

Er zijn 3 soorten toegangsprijzen: volwassenen betalen 

10 euro, gepensioneerden 5 euro en kinderen 2,50 euro. 
Achteraf wordt het geld geteld en er blijkt 980 euro in de 

kassa te zitten. Het bestuur wil weten hoeveel volwassenen, 
hoeveel gepensioneerden en hoeveel kinderen er waren. 

De secretaris is slordig geweest en heeft de toegangskaarten 
weggegooid. 

Een bestuurslid heeft echter geteld dat er in totaal 140 mensen 
aanwezig waren. Hoeveel bezoekers waren er van elke soort? 


e Keuze onbekenden: e Opstellen van het stelsel: 
Xis 
yis 
zis 


e Oplossen van het stelsel: 


De uitgebreide coëfficiëntenmatrix is | | 


Maak de uitgebreide coëfficiëntenmatrix canoniek met ICT: | | 


Je verkrijgt het gelijkwaardig stelsel: 


Dit stelsel telt 2 vergelijkingen in 3 onbekenden en heeft dus minstens 1 vergelijking te weinig om 
het probleem eenduidig op te lossen. Je kunt ook zeggen dat er 1 onbekende op overschot is. 


Als je z een willekeurige waarde k geeft, dan kun je x bepalen uit de eerste vergelijking en 
y uit de tweede vergelijking: 


x= 
y= 


Zo verkrijg je dus verschillende oplossingen: ( P ), 
waarbij de parameter k vrij mag gekozen worden, m.a.w. V={( p ; ), ke R}. 
Het stelsel heeft oneindig veel oplossingen. Je noemt dit stelsel een onbepaald stelsel. 


Aan welke voorwaarden moet k voldoen om fysisch aanvaardbare oplossingen te verkrijgen? 


Geef 4 mogelijke oplossingen voor het probleem: 


Een onbepaald stelsel is een stelsel dat oneindig veel oplossingen heeft. 


Hoofdstuk 4 STELSELS 


44.3 Vals stelsel 


Voorbeeld 


Bepaal de gemeenschappelijke punten van de rechten a = 2x-y+1=0enb=2x-y-2=0. 


2x-y=-1 
De gemeenschappelijke punten van a en b vind je door het stelsel 5 3 op te lossen. 
X-y= 


Bale lele 


Je verkrijgt het stelsel: 


Het is duidelijk dat dit stelsel geen oplossingen heeft, want je vindt geen waarden voor x en y 
die aan beide vergelijkingen voldoen. Je noemt dit stelsel een vals stelsel. 


Je noteert de oplossingsverzameling: V= ® 
Teken beide rechten in het assenstelsel. 


Leg meetkundig uit waarom het stelsel vals is. 


EN pefnue valsstesel 


Een vals stelsel is een stelsel dat geen oplossingen heeft. 


4,5 Toepassingen 
4.5.1 Voorbeeld 1: werkplanning 


Een houthakkersbedrijf heeft een contract om 

een houtverwerkingsbedrijf maandelijks te voorzien van 

250 m? wilgen, 300 m? beuken en 200 m? eiken. 

Het bedrijf kan daarvoor kappen in 3 streken. 

De tabel geeft een overzicht van de bomenmix en 

de bomendichtheid per regio. 

Hoeveel hectaren moet het bedrijf iedere maand in iedere regio ERG 
kappen om aan het contract te voldoen en om te voorkomen dat 

het het teveel gekapte hout moet opslaan? 


ee [mees | von | me | een 


e Vermits je het aantal te kappen hectares in elke regio wenst te kennen kies je als onbekenden: 


Xe 
wk 
z: 

e Detotale hoeveelheid gekapt hout in de westelijke regio is 
De totale hoeveelheid gekapt hout in de zuidelijke regio is 
De totale hoeveelheid gekapt hout in de oostelijke regio is 

e De hoeveelheid te kappen wilgen in de westelijke regio is 
De hoeveelheid te kappen wilgen in de zuidelijke regio is 
De hoeveelheid te kappen wilgen in de oostelijke regio is 


e Het volume wilgen afkomstig van de drie regio’s samen is 250 m?, dus 


e Alsje dezelfde redenering toepast voor beuken en eiken verkrijg je de vergelijkingen: 
= beuken: 


= eiken: 


e Om de kapcijfers per regio te kennen moet je dus een stelsel oplossen: 


e Losditstelsel op met ICT: 


X= y= Z= 
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4.5.2 Voorbeeld 2: elektrische schakelingen 


an In de elektriciteitsleer worden onder de wetten van Kirchhoff 2 regels verstaan die voortkomen uit de 
principes van behoud van energie en lading in elektrische kringen. De wetten zijn genoemd naar de 
natuurkundige Gustav Robert Kirchhoff en werden voor het eerst in 1845 beschreven. 


Eerste wet van Kirchhoff: in elk knooppunt in een elektrische kring is de som van de stromen 

die in dat punt samenkomen gelijk aan de som van de stromen die vanuit dat punt vertrekken. 
Hierbij is de afspraak dat inkomende stromen positief worden geteld en uitgaande stromen negatief. 
Het knooppunt kan stroom opslaan noch afgeven. 


Tweede wet van Kirchhoff: de som van de elektrische potentiaalverschillen (spanningen) in elke 
gesloten lus in een kring is gelijk aan nul. 

Een spanningsbron wordt negatief gerekend als ze de stroom wil laten vloeien in tegengestelde richting 
van de lus. Een spanningsval wordt positief gerekend als ze optreedt in de richting van de rondgangspijl. 
De richting in een lus wordt bij conventie gekozen en staat los van de lusonderdelen. 

Het is praktischer om steeds dezelfde richting (bijvoorbeeld rechtsom) te kiezen binnen een lus. 

De tekens worden dan positief of negatief bepaald per spanningsbron. 


Hieronder is een elektrische schakeling getekend. Bereken de stroomsterkte in elke lus. 


30Q 

Om de stromen te berekenen gebruik je de tweede wet 

van Kirchhoff: 

in elke lus I, Il en Ill is de som van de spanningen gelijk aan 0. 
550 


vergelijking 


door de weerstand van 1 @ loopt de stroom /, 
door de weerstand van 25 Q lopen de stromen /, en —/, 
door de weerstand van 50 Q lopen de stromen /, en —/3 


door de weerstand van 25 Q lopen de stromen /, en —/, 
door de weerstand van 30 Q loopt de stroom 7, 
door de weerstand van 1 O lopen de stromen 7, en —/; 


door de weerstand van 1 O lopen de stromen /; en -/, 
door de weerstand van 55 Q loopt de stroom 7, 
door de weerstand van 50 @ lopen de stromen 7, en —/, 


e De vergelijkingen voor de 3 lussen levert je een 3 x 3-stelsel op: 


e Losditstelsel op met ICT: 


SEE 


L= L= I= 


4.5.3 Voorbeeld 3: chemische reactievergelijkingen 


Bij een chemische reactie zijn de uitgangs- en eindproducten bekend, maar om de hoeveelheden 

van de stoffen te bepalen moet je een chemische vergelijking in evenwicht brengen. 

Dit noem je de chemische reactie balanceren. 

In de ongebalanceerde reactievergelijking C‚Hg + O, — CO, + H,O heb je dus de eenvoudigste natuurlijke 
getallen x,y, zen u nodig (dat wil zeggen zo klein mogelijk) zodat het totaal aantal atomen van elk 
optredend element aan elke kant in de reactievergelijking x C‚Hg +y O, —z CO, +u HO gelijk is. 


Dit leidt tot de vergelijkingen: 
e voor: 


e voor H: 


e voor 0: 


De 3 vergelijkingen vormen het stelsel 


De uitgebreide coëfficiëntenmatrix van het stelsel is A, = 


Maak de matrix canoniek met ICT: A; = 


Deze matrix kan nu omgezet worden tot het gelijkwaardige stelsel 


Je verkrijgt een stelsel met 1 onbekende op overschot, namelijk 


Omdat het om een chemische reactie gaat, wil je de kleinste oplossing in natuurlijke getallen vinden. 


Als dan is 


De gebalanceerde reactievergelijking is C3Hs + 0, — CO, + HO 
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Oefeningen 


REEKS A 
EEE Losdestelsels op met ICT. 


X+4y-122=8 
2Xx-y+32=6 
X-14y+42Z=10 


Ax-3y-z=-2 
X-4y+3Z=-7 
2x+3y-52=8 


3X+4y-2z=11 
2x-y-z=4 
3X-2y+4z=11 


3X-2=2X-2y 
2y-2=3y+2x 


Xtytz=l 
X-y+Z=3 
X+y-z=2 


2x-3y=7 
—-10x+15y=-35 


DEE 


CJ bepaald stelsel 


TJ onbepaald stelsel 


(J vals stelsel 


TJ bepaald stelsel 
CJ onbepaald stelsel 


CJ vals stelsel 


CJ bepaald stelsel 
CJ onbepaald stelsel 


(J vals stelsel 


CJ bepaald stelsel 
CJ onbepaald stelsel 


(J vals stelsel 


(J bepaald stelsel 


CJ onbepaald stelsel 


(J vals stelsel 


CJ bepaald stelsel 


TJ onbepaald stelsel 


CJ vals stelsel 


(J bepaald stelsel 
CJ onbepaald stelsel 


(J vals stelsel 


TJ bepaald stelsel 
CJ onbepaald stelsel 


(J vals stelsel 


EN Losdestelsels op met de methode van Gauss-Jordan. 


X-2y+3Z=11 


Ax+2y-3z=4 
3X+3y-z=4 


2x-3y+z=-1 
b) 4 3X-2y+22=0 
-X+2y+22=5 
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EN Losdestelsels op met de methode van Gauss-Jordan. 


2X-yt+z=4 
3X+y+22=6 


X+2y+z=1 


3X+4y-z=2 
b) 4 X-y+2z=1 
5X+9y-4z=3 


DEE 


ZE Losdestelsels op met de methode van Gauss-Jordan. 


5X-3y+3Z=15 
3X+4y-2z=11 
2Xx-y-z=4 


Xtyt+zZ=7 
b) 4 3X-2y+2=3 


X+6y+3Z2=25 
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EEEN Losdestelsels op met de methode van Gauss-Jordan. 


Ax-2y+zZz=0 


—-3X+4Z=5 


3X-2y=5 
b) 4 -Xx+5y=1 
13x- 26y= 11 


DEE 


EEE Losdestelsels op met de methode van Gauss-Jordan. 
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El 


9. 


Een architect krijgt de opdracht een dak te construeren 
waarvan de dwarse doorsnede een driehoek is. 

De grootste hoek moet 70° groter zijn dan de kleinste hoek 
en dubbel zo groot als de overblijvende hoek. 

Hoe groot moet elke hoek zijn? 


Jan heeft 194 euro in zijn portefeuille, bestaande uit enkele 
briefjes van 20 euro en van 5 euro en uit stukken van 1 euro. EZ zen 5 5 

SS SLEE 
Het aantal stukken van 1 euro is 1 minder dan het aantal en TI ZE 
briefjes. In totaal heeft hij 39 briefjes en/of stukken bij zich. Le we 
Hoeveel briefjes van 20 euro, briefjes van 5 euro en stukken Ed 
van 1 euro heeft hij bij zich? - 


EL 6 balpennen, 2 potloden en 4 stiften kosten samen 7,20 euro. 
2 balpennen, 1 potlood en 5 stiften kosten samen 6,25 euro. 


pn De prijs van een potlood is de helft van de prijs van een balpen. 


Bepaal de prijs van een balpen, een potlood en een stift. 


ECS S{N In een winkel koopt An 3 blikjes cola, 2 zakjes chips en 1 zak snoep en 
betaalt hiervoor 5,55 euro. 
p Leen koopt 1 blikje cola, 1 zakje chips en 3 zakken snoep voor 5,35 euro. 
9 Ivo betaalt voor 2 blikjes cola, 3 zakjes chips en 1 zak snoep 5,60 euro. 
Wat is de prijs van 1 blikje cola, 1 zakje chips en 1 zak snoep? 
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EEN Een elektricien, een schrijnwerker en een loodgieter werken aan een woning 
in aanbouw. De elektricien verdient 39 euro per uur, de schrijnwerker 42 euro 
pr per uur en de loodgieter 45 euro per uur. 
dr De eerste dag presteren ze samen in totaal 21 uren en 30 minuten en die hebben 
de bouwheer 922,50 euro gekost. 
De loodgieter heeft 2 uren meer gewerkt dan de schrijnwerker. 
Hoe lang heeft iedere vakman die dag gewerkt? 


EEN In een kaaswinkel kost 200 g geitenkaas, 150 g camembert en 250 g Gouda 
samen 7,94 euro. Koop je 160 g geitenkaas, 200 g camembert en 200 g Gouda 
pr dan betaal je 7,12 euro. Voor 300 g geitenkaas, 200 g camembert en 
dd 150 g Gouda vraagt de winkelier 9,87 euro. 
Bereken de prijs per kilogram van de 3 kaassoorten. 


El 


EEEN Een getal bestaat uit 3 cijfers, waarvan de som 11 is. Het cijfer van de tientallen is 3 minder 
dan de som van het cijfer van de honderdtallen en het cijfer van de eenheden. 


pr Het cijfer van de eenheden is 5 minder dan het cijfer van de honderdtallen. 
dr Bepaal het getal. 


EELS Op een golfterrein zijn er 18 holes. 
Deze holes worden onderverdeeld in par-3 holes, par-4 holes en par-5 holes. 
af Als een golfspeler op alle holes par scoort heeft hij een totaal van 70 punten. 
dd Er zijn 2 keer zoveel par-4 holes als par-5 holes. 
Hoeveel holes zijn er van elke soort? 
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SEEN Bepaalde vergelijking y = ax? + bx + c van de parabool die door de punten (3, 0), (1, -10) 


pn en (-1, -4) gaat. 


16 Bepaal de vergelijking y = ax? + bx + c van de parabool die door de punten (2, 0), (-1, 1) 


pe en (3,- 1) gaat. 


El 


REEKS B 


Nathalie heeft voor 30 personen elk 1 taartje gekocht. 
Er zijn 3 soorten: appeltaart, aardbeientaart en chocoladetaart. 
Omdat ze vermoedt dat de meeste mensen liefst chocoladetaart eten, kocht ze, op 2 na, 


dr evenveel chocoladetaartjes als appel- en aardbeientaartjes samen. 


Chocoladetaartjes kosten 1,70 euro per stuk, appeltaartjes 1,20 euro per stuk en aardbeientaartjes 
1,90 euro per stuk. In totaal betaalde ze 49,30 euro. 
Hoeveel taartjes van elke soort heeft ze gekocht? 


BEEN Verdeel 1 325 euro in 3 delen die belegd worden tegen 2,7 %, 3 % en 3,6 % per jaar en die na 1 jaar 


dezelfde intrest opbrengen. 
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BEKEN Een werkgever wil een premie uitbetalen onder zijn werknemers. 
Als hij iedere gehuwde 25 euro en iedere ongehuwde 20 euro geeft, 
al dan heeft hij 50 euro over. Geeft hij iedere gehuwde 30 euro en iedere 
B ongehuwde 25 euro dan heeft hij 25 euro te kort. 
Als hij echter iedere gehuwde 27,50 euro en iedere ongehuwde 25 euro 
geeft, dan komt hij met het voorziene budget precies toe. 
Hoeveel gehuwde en hoeveel ongehuwde werknemers zijn er en 
hoe groot is het budget? 


ENNE Twee identieke vazen bevatten een verschillende hoeveelheid water. 


De totale massa van de eerste vaas bedraagt e van de totale massa 


van de tweede vaas. Giet men het water van de tweede vaas in de 


eerste, dan weegt deze laatste 8 keer meer dan de tweede lege vaas. 
De tweede vaas bevat 50 g water meer dan de eerste vaas. 

Bepaal de massa van elke vaas en de hoeveelheid water die ze 
oorspronkelijk bevatten. 


El 


Ĳ, 


e, 


Kennissen van Diane en Peter gaan regelmatig naar de 
Bourgognestreek om wijn te kopen. In een afgelegen dorpje kopen 
ze 20 | witte wijn, 20 Il rosé en 20 | rode wijn waarvoor ze 

240 euro betalen. Zelf lusten ze geen rode wijn, maar ze houden wel 
een kwart van de witte wijn en de helft van de rosé voor henzelf. 

De rest verkopen ze aan kostprijs: 

Diane betaalt voor 8 | witte wijn, 41 rosé en 12 I rode wijn 104 euro. 
Peter koopt 7 Il witte wijn, 6 1 rosé en 8 I rode wijn voor 86 euro. 
Bepaal de prijs per liter van elke soort wijn. 


Een groothandel in meststoffen heeft 3 soorten: 

e soort A met 4 % stikstof waarvan 5 000 kg voorradig is; 

e soort B met 8 % stikstof waarvan 1 600 kg voorradig is; 

e soort C met 16 % stikstof waarvan 9 000 kg voorradig is. 

Er komt een bestelling van 1 000 kg meststof dat een stikstofgehalte 
van 12 % moet hebben. 

Men mengt daarom de 3 soorten meststof met elkaar. 

Omwille van de voorraad wil men van soort C tweemaal zoveel gebruiken als van soort A. 
Hoeveel kg van elke soort moet men mengen? 
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EEN De ouders van Tom en Jan stellen voor dat hun wekelijks zakgeld als volgt zal worden verdeeld. 
Het zakgeld van Tom, verminderd met drie keer het zakgeld van Jan bedraagt 21 euro. 
Vier keer het zakgeld van Tom, vermeerderd met 2 keer het zakgeld van Jan is gelijk aan 56 euro en 


dr drie keer het zakgeld van beiden samen is gelijk aan 60 euro. 


Hoeveel zakgeld ontvangen Tom en Jan wekelijks? 


NEZN Drie vriendinnen zijn samen 60 jaar oud. Binnen 8 jaar zijn ze samen 84 jaar en 5 jaar geleden waren 


ze samen 45 jaar. Hoe oud zijn ze nu? 


El 


BEEN Beschouw het netwerk bestaande uit weerstanden en spanningsbronnen. 
Bereken de stroomsterkte in elk van de lussen van het netwerk. 


Hoofdstuk 4 STELSELS 


BENN Breng de reactievergelijking in evenwicht. 


ZnS+O, — ZnO + SO, 


DEE 


Breng de reactievergelijking in evenwicht. 


CaO +C — CO, + CaC, 
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BEEN Breng de reactievergelijking in evenwicht. 


FeS, +0, — Fe‚0O; + SO, 


SEE 


REEKS C 
EEEN Drie mannen bezitten elk een bedrag in euro. De eerste geeft aan elk van de twee anderen 


het bedrag dat die andere al heeft. Daarna doet de tweede hetzelfde en ten slotte de derde ook. 
Op het einde hebben ze elk 8 euro. Hoeveel hadden ze in het begin? 
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ELN Een eerste persoon heeft 16 smaragden (van gelijke waarde), 
een tweede persoon bezit 10 robijnen (van gelijke waarde) en 
een derde persoon heeft 8 diamanten (van gelijke waarde). 
leder van hen geeft aan de twee anderen 2 edelstenen van de soort 
die ze zelf bezitten. 
Nu hebben ze elk edelstenen ter waarde van 2 700 euro. 
Wat is de waarde van de edelstenen? 
(VWO 1996-1997, tweede ronde) 


m 


EIN Beschouw het netwerk bestaande uit weerstanden en spanningsbronnen. 
Bereken de stroomsterkte in elk van de lussen van het netwerk. 
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EFD Breng de reactievergelijking in evenwicht. 


FeO+N,+H,O — Fe‚0; + NH; 


ERE 


EEN Breng de reactievergelijking in evenwicht. 


CH, + O0, + HCI S CHC, + HO 


Hoofdstuk 4 STELSELS 


ELN Breng de reactievergelijking in evenwicht. 


AS, +H,0O + HNO, — NO + H3AsO, + H,SO, 


SEE 


e «> D Studiewijzer Stelsels 


4.1 Definitie 
De standaardvorm van een eerstegraadsvergelijking in de onbekenden 
Kir Kor Kar veur Kp ls *Xj HAae Ko HA5 Kg van HA Xb. 


Een stelsel met m eerstegraadsvergelijkingen in n onbekenden is van de vorm 
= b, 
= b, 


A7 Xi Hip" Xp +03" X3 th + X 


n 


Ax “Xi +422" X2 +023" Kz toe. Hp X 


n 
On "Xi +Am2"X2tAmz"X3t 


Een stelsel met m vergelijkingen in n onbekenden noem je ook een m x n-stelsel. 
Alsb,=b,= .… =b,,=0, dan is het stelsel homogeen. 
Als er evenveel vergelijkingen zijn als onbekenden spreek je van een vierkant stelsel. 


KENNEN WI 


Aj *Xj +42" X2 +003" Xa t Xn = 
eee Ay * Xi +422" X3 +03" X3 to. 

de Xi HA" X2 +3 Xat o. 
kun je in matrixvorm schrijven: 

din Ui ae 
Hierbij is A de coëfficiëntenmatrix, X de onbekendenmatrix en B de constantenmatrix. 
Ai Gia ve Aan Di 
dâ b, |. . 
is de uitgebreide matrix van het stelsel. 


KUNNEN vv 
Een stelsel in de matrixvorm schrijven. | 
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4.3 De methode van Gauss-Jordan 


De methode voor het oplossen van stelsels waarbij je de uitgebreide coëfficiëntenmatrix 
van het stelsel canoniek maakt, is de methode van Gauss-Jordan. 


RUNNEN Wv 


viv 
De methode van Gauss-Jordan gebruiken voor het oplossen van stelsels 
eerstegraadsvergelijkingen. 


Een bepaald stelsel is een stelsel dat slechts 1 oplossing heeft. | 
De canonieke coëfficiëntenmatrix van een bepaald stelsel is een eenheidsmatrix. m 
Een onbepaald stelsel is een stelsel dat oneindig veel oplossingen heeft. El 


Een vals stelsel is een stelsel dat geen oplossingen heeft. 


Een concreet probleem kunnen mathematiseren tot een stelsel 
eerstegraadsvergelijkingen, het stelsel oplossen met ICT en de gevonden 
oplossing(en) interpreteren. 
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